3 Unifikationstheorie

(Hans-Jurgen Birckert)

3.1 Robinson-Unifikation

Die meisten Deduktionssysteme benutzen als Schluf3regel Robinsons Resolutionsprinzip [Rob
65]. Deren Hauptoperation ist die Unifikation zweier Literale mit verschiedenem Vorzeichen
und gleichem Pradikatensymbol. Unter (syntaktischer) Unifikation versteht man dabei die
Ersetzung der in den Literalen vorkommenden freien Variablen durch Terme, so dal3 die Literale
(ohne die Vorzeichen) danach zeichenweise gleich sind. Eine etwas andere Sichtweise erhélt
man, wenn man statt der Literale deren Argumentlisten unifiziert. Da die Literale bereits das
gleiche Préadikatensymbol besitzen, liefern beide Vorgehensweisen dasselbe Resultat. Die
Aufgabe, die beiden Argumentlisten, etwa (s;,...,s,) und (ty,...,t,), zu unifizieren, kann nun
aber als das Auflosen des Gleichungssystems ' = sy = ty,..., S, = t, Onach den
vorkommenden Variablen betrachtet werden. Dies geschieht nach den folgenden Rechenregeln,
die bereits von J. Herbrand so ahnlich formuliert wurden [Her 30]. (x, y, z; sind Variablen, p;,
g; und s sind beliebige Terme, tist ein Term, aber keine Variable)

(1) Entfernejede Gleichungt=tausr.

(2) Ersetze jede Gleichung f(p,...,py) = f(qy,-...,q,) durch die Gleichungen
P1 =015 Pn = On-

(3) Substituiere fur jede Gleichung x = t, wenn x nicht unter den Variablen des Terms t
ist, alle weiteren Vorkommen von x in ™ durch t. Analog fur Gleichungen x =y.

(4) Ersetzejede Gleichungt=xdurchx =t.
(5) Fallseine Gleichung f(py,...,py) =9(dy,...,0y) iN T vorkommt, gibt es keine Losung.
(6) FalseineGleichungx =tinT ist, sodal3x intvorkommt, dann gibt es keine Losung.

Das Gleichungssystem ist gelost, wenn es nur noch aus Gleichungen z; = s (1 <1< N)
besteht, wobei die Variablen z; sonst nicht mehr in ' vorkommen. Der Unifikator der
Argumentlisten, von denen wir ausgingen, ist dann die Substitution {z; - s;,..., Zy - S\}-
Diese Substitution ist gerade der allgemeinste Unifikator der Argumentlisten, der auch von
Robinson's bekanntem Unifikationsal gorithmus berechnet wird [Rob 65]. In Regel (1) gentigt
es auch, nur Gleichungen der Form x = x zu entfernen (Regel (2) entfernt auch Gleichungen ¢
= ¢, daman Konstanten c tiblicherweise a's nullstellige Funktionen betrachtet).

Beispiel: Das Gleichungssystem [f(x, g(a, y)) = f(h(y), g(y, @), a(x, h(y)) = 9(z, z) Owird
durch mehrmaliges Anwenden der Regel (2) in das System [X = h(y),a=y,y =a, X =z, h(y)
=z [J mit den Regeln (3) und (4) in Ox = h(a),y =a a=a, h(a) = h(a), z=h(a) [J und
schliefflich mit Regel (1) in das geltste System [Ox = h(a), y = a, z = h(a) Uuberfuhrt. Das



Ausgangssystem hat also den allgemeinsten Unifikator {x - h(a),y - a z - h(a)}, der die
beiden Seiten der Gleichungen jewells gleich macht. |

3.2 Theorieunifikation

Wie bereits in den Beitrégen Uber die Gleichheitsbehandlung ausgefiihrt wurde, bereiten
Formeln, in denen die Gleichheit vorkommt, ziemliche Schwierigkeiten beim automatischen
Beweisen - und nicht nur dort. Sehr schon sieht man das zum Beispiel bei Formeln, die die
Kommutativitat gewisser Funktionssymbole definieren, d.h. wenn etwa Ox [ly. g(x, y) = g(y,
X) gilt. Diese Kommutativitétsformel fihrt unter Umstanden zu einem standigen Vertauschen
der Argumente von Termen mit fuhrendem kommutativen Funktionssymbol. Daher wurde
schon relativ frih versucht, solche Gleichungsformeln aus den Formelmengen zu entfernen und
durch entsprechend veranderte Schlufdregeln zu ersetzen. G. Plotkin schlug vor, die
Resolutionsregel dahingehend zu &ndern, dal3 die Unifikation durch eine die heraus-
genommenen Gleichungsformeln berticksichtigende Unifikation ersetzt wird. Er gab auch die
wesentlichen Kriterien an, unter denen das geschehen kann, ohne dal? die Vollstandigkeit des
Kalkuls verloren geht [Plo 72]. Vorausgesetzt, das Gleichheitspradikat kommt nur in unédren
Klauseln vor, d.h. die Klauselmenge enthalt endlich viele Klauseln 1, =r4,..., |, =1, und es
tritt sonst in keiner weiteren Klausel auf, dann darf die Unifikation durch eine sogenannte
Theorieunifikation ersetzt werden, die die Gleichungsaxiome |, =ry,..., |,, = r, berticksichtigt.
Diese relativ starke Einschrankung kann noch wesentlich abgeschwécht werden, was aber hier
die Darstellung der Idee nur unnétig komplizieren wirde.

Beispiel: Unter Berticksichtigung der Kommutativitdt der Funktion g erhdt man fur das
Gleichungssystem [Jf(x, g(a, y)) = f(h(y), g(y, @), g(X, h(y)) = g(z, z) Lin obigem Beispiel
folgenden Unifikator {x - h(y), z - h(y)}, der offensichtlich sogar allgemeiner ist als der oben
berechnete. Man erhdt den obigen Unifikator durch weitere Instantiierung, indem many durch
asubstituiert. ]

Man will natirlich auch jetzt eine allgemeinste, unifizierende Substitution haben, allerdings
zeigt sich, dal3 dies im allgemeinen nicht mehr mdglich ist. Es kann mehr als einen
allgemeinsten Theorieunifikator geben. Man sieht dies sehr schon am Beispiel der
Kommutativitét. Das Gleichungssystem [g(x y) = g(a b) [hat die beiden unabhangigen
Losungen {x - a,y - b} und bei vertauschten Untertermen {x - b,y - a}, wenn g
kommutativ ist. Es existiert keine weitere, also auch keine gemeinsame, allgemeinere Losung.
Es kann sogar noch unangenehmer sein, wenn etwa eine Funktion f assoziativ ist, wenn also
Oxy z f(x, f(y, 2)) = f(f(x, y), 2) gilt. In diesem Fall hat etwa das Gleichungssystem [f(x, a)
=f(a, x) Ounendlich viele unabhangige L 6sungen:

{x -f(a a)}, {x - f(a f(a @)}, {x - f(a f(a f(a a))}....

Alleweiteren Losungen sind im Sinne der Assoziativitét von f gleich zu einer dieser LGsungen,
d.h. der fur x substituierte Term ist bis auf Umklammerung einer der hier angegebenen.
Allerdings erspart man sich auch in diesem unangenehmen Fall gegentiber der Resolution (bzw.
Paramodulation) ohne Theorieunifikation etwa das stdndige Umklammern von Termen mit



assoziativem Funktionssymbol.

Eine solche Menge E := {l, =r4,...,l,, = ry} von unéren Klauseln mit dem Gleichheitspradikat
(Gleichheitsaxiome) induziert eine Gleichheitstheorie auf der Menge aller Terme, der
sogenannten Termalgebra T, Uber einer Sgnatur =, d.h. einer Menge von Funktionssymbolen
verschiedener Stelligkeiten n > 0, die mindestens die Symbole der Gleichheitsaxiome in E
enthdlt. Diese Gleichheitstheorieist die kleinste Aquivaenzrelation =¢ auf T, die alle Termpaare
(I;, r;) fur I; = r; aus E enthalt und abgeschlossen ist gegenliber der Termbildung und der
Substitution von Variablen:

(i) s;=gty,....5,=gt,undf ist ein n-stelliges Funktionssymbol
O f(Sl,...,Sn) =E f(tl""'tn)

(i) s=gtund o ist eine Substitution
U o s=got.

Man kann zeigen, dal3 zwei Terme genau dann in dieser Relation =g sind, wenn man ihre
Gleichheit aus den Axiomen E ableiten kann. Wir bezeichnen die Theorie mit dem Paar (E, F)
oder auch kurz nur mit E und nennen sie E-Gleichheit Uber der Signatur .

Beispiel: Sei C:={g(x, y) =g(y, X)} die Theorie der Kommuitativitat. C-gleiche Terme sind
dann:

g(a b) =c g(b, a) oder f(x, g(a b), 2) =¢ f(x, g(b, &), 2). u

Ein Unifikationsproblem unter der Theorie E - ein E-Unifikationsproblem - ist dann ein
Gleichungssystem I = Us; = ty,...,S, = t, [¢. Eine Losung von I ist eine Substitution o mit oS
=g ot; (fur alei mit 1 <i < n) und sie heil3t E-Unifikator von I'; die Menge der E-Unifikatoren
bezeichnen wir mit Ug(") oder auch Ug(s; = ty,...,S, = t,,). Vorausgesetzt man hat ein
Verfahren, das fir jedes Gleichungssystem die Ldsungsmenge Ug(I") — oder besser noch eine
maoglichst kleine représentative Teilmenge pUg(I') — berechnet, dann kann man die
Resol utionsregel wie folgt abwandeln:

Klausal1: P(sy,--,S0)s Kooy Ky
Klaugz = P(t11!tn) y Ll""’ Lk (0] D UE(S]. = tl,...,Sn = tn)

E-Resolvente: oKj,..., 0K, oL4,..., oL,

Im allgemeinen sind die Mengen Ug(") unendlich und man mochte sie daher durch eine
maoglichst kleine représentative Teilmenge ersetzen. Bei der Ublichen syntaktischen Unifikation
- sie entspricht der Unifikation beztglich der Theorie mit der leeren Axiomatisierung - gelingt
dies sogar mit einelementigen Teilmengen, wie Robinson gezeigt hat (siehe oben). Wir
betrachten also minimale und vollstandige Mengen von E-Unifikatoren — auch Mengen
allgemeinster E-Unifikatoren oder Lésungsbasen genannt — pUg(M), die den folgenden
Bedingungen genligen:

(1) Korrektheit: MUE(M) O Ug()



(2) Vollgtandigkeit: Fur alled OUg(I") existiert ein o . Ug(") mit dx =g Aox
(far alexinT)

(3 Minimalitét: Fur aleo,t O Ug(") mit tx =g Aox (fur allexinl)isto=1

Das heifdt: (1) alle allgemeinsten E-Unifikatoren I6sen I, (2) jeder beliebige E-Unifikator ist
Instanz eines allgemeinsten E-Unifikators, und (3) verschiedene algemeinste E-Unifikatoren
sind keine Instanzen voneinander. Unifikatormengen cUg(") mit (1) und (2) heif3en auch
vollsténdige Mengen von E-Unifikatoren. Ug(I") selbst ist trivialerweise eine vollsténdige
L 6sungsmenge.

Beispiel: Sal C:={g(x, y) = g(y, X)} wieder die Theorie der Kommutativitdt und betrachten
wir das C-Unifikationsproblem g(a, h(u)) = g(v, w) [¢. Dann sind sowohl 8 :={u « a, Vv «
awW « h(@}asaucho:={v -« aw « h(u}undt:= {v « h(u), w — a} C-Unifikatoren,
aber d ist eine Instanz von o mit der Instantiierungssubstitution A := {u — a}, wahrend o und t
allgemeinste C-Unifikatoren sind, in diesem Beispiel bereitsalle. [

3.3 Eigenschaften von Ldsungsmengen

Die folgenden Theoreme zeigen, dal3 wir hier die ,richtige” Form der Reprasentation gewahlt
haben. Das Eindeutigkeitstheorem garantiert, daf3 verschiedene minimale und vollstandige
Mengen von E-Unifikatoren eines Gleichungssystems I &quivalent im Sinne der folgenden
durch wechsel seitige Instanzenbildung induzierten E-Aquivalenz von Substitutionen sind: o =¢
T < O\p mit ox =g Atx und tx =g pox fur adlex in ', d.h. wenn jede eine Instanz der
anderen ist. Das Reprasentationstheorem zeigt, dafi’ die allgemeinsten Unifikatoren genau die
Menge der Unifikatoren reprasentieren: Eine Substitution [6st I' genau dann, wenn sie Instanz
eines allgemeinsten Unifikators ist. Das V ererbungstheorem schliefdlich besagt, dal3 man die
L dsungsbasen schrittweise berechnen kann: Um ein Gleichungssystem zu |6sen, kann man die
allgemeinsten Unifikatoren einer der Gleichungen berechnen, diese auf die anderen
Gleichungen anwenden und die resultierenden Restsysteme analog |6sen. Prinzipiell kénnte
man auch andere Formen der Reprasentation der L ésungsmengen verwenden. Fur diese sollten
dann aber entsprechende Theoreme gelten.

Eindeutigkeitstheorem:

a) Die Ldsungshasen eines Gleichungssystems I haben gleiche Kardinalitét und unter-
scheiden sich hochstens um E-Aquivalenz ihrer Elemente.

b) Ersetzt man Elemente einer Losungsbasis von I durch E-aquivalente Substitutionen,
so erhélt man wieder eine Ldsungsbasis. ]

Reprasentationstheorem:
a) Fur jede vollsténdige Menge cUg(I") von E-Unifikatoren gilt:

0 16st ' genau dann, wenn dx =g Aox fur alex in T mit O cUg(") und einer
Substitution A.



b) Die Losungsbasen sind die kleinsten Mengen mit dieser Eigenschaft, d.h. wenn man
eine Substitution aus einer Lésungsbasis entfernt, ist sie nicht mehr vollstandig. |

Vererbungstheorem:

Sei cUg(s; = ty) eine vollstdndige Menge von E-Unifikatoren von (s, = t; [} und seien cUg(os,
= ot,) vollstandige Mengen von E-Unifikatoren fur Uos, = at, [g fur alle Losungen o [
CUg(s; = ;). Dannist die Menge {to: T U cUg(os, = ot,), 0 U cUg(s; = t;)} eine vollstéandige
Ldsungsmenge fur das System aus beiden Gleichungen (s, = t, s, = t, [ |

Wie wir bereits gesehen haben, ist es moglich, dal? unendlich viele allgemeinste Unifikatoren
existieren (siehe das Assoziativitdtsbeispiel von oben). Es kann sogar sein, dal3 tberhaupt keine
Menge allgemeinster E-Unifikatoren existiert, die Forderung nach Vollsténdigkeit und nach
Minimalitdt kdnnen unvertréglich sein. Betrachten wir dazu ein Beispidl.

Beispiel: Sei L = {append(x, nil) = x, first(append(x,y)) = first(x), first(nil) = nil } eine
Theorie fir eine Konstante 'nil’, ein einstelliges und ein zweistelliges Funktionssymbol ‘first'
und ‘append'.

Dann hat das L-Unifikationsproblem Cfirst(x) = nil [J die vollstandige Menge von L-
Unifikatoren
cU, (first(x) = nil) ={o,,: n =0} mit
Op={X < nil}
0, = {X ~ append(nil, x;)}
0, ={x « append(append(nil, x), Xo)}

0, ={X « append(append(... (append(nil, X;), X5), ... , X}

Aber jeder Unifikator o,, ist allgemeiner a's der Vorganger o,,.;, man substituiere x,, durch 'nil’
und wende das erste Axiom aus L an, dann erhdlt man den Vorganger. Man hat hier also eine
Kette von immer algemeiner werdenden Unifikatoren und da sie vollstandig ist, gibt es keine
allgemeinsten. [

3.4 Die Unifikationshierarchie

Eine der wichtigsten Aufgaben in der Unifikationstheorie ist es daher, fir spezielle Theorien
oder gar ganze Klassen von Theorien Existenztheoreme zu finden, also Aussagen der Form:

Fir die Theorie E oder die Klasse K von Theorien existiert fur jedes Unifikations-
problem stets eine L ésungsbasis.

Theorien E, fur die gewisse Gleichungssysteme keine Ldsungsbasis besitzen, heil3en auch vom
Unifikationstyp O (E O U,). Die Existenztheoreme befassen sich also mit der Frage: E 0 U,
oder K n Uy =@.



Allgemeiner noch ist man dartiberhinaus daran interessiert, die Theorien, die nicht Typ 0 sind,
danach zu klassifizieren, ob einige Unifikationsprobleme unendliche L ésungsbasen haben (die
Theorie E ist vom Typ o oder infinitar, E O U,,), oder ob die L6sungsbasen aller Gleichungs-
systeme endlich sind (E ist vom Typ w oder finitar, E O U_) bzw. noch besser ob ale
einelementig sind (E ist vom Typ 1 oder unitar, E 00 U,). Die letzteren sind insbesondere in der
Praxis von Bedeutung, da auch bei einer finitéren Theorie die Anzahl der allgemeinsten
Unifikatoren zwar endlich ist, aber beliebig grof3 werden kann.

Einen Uberblick tber untersuchte und gemé&R dieser Unifikationshierarchie klassifizierte
Theorien gibt J. Siekmann [Sie 88], der auch eine umfangreiche Bibliographie zur
Unifikationstheorie angibt.

Die Hauptaufgabe in der ,, praktischen* Unifikationstheorie ist es nun, fir spezielle Theorien
Unifikationsalgorithmen zu entwickeln. Das sind Algorithmen (oder Verfahren), die als
Eingabe ein E-Unifikationsproblem erhalten und eine — mdglichst minimale — Menge von
E-Unifikatoren beziiglich der speziellen Theorie E zurlickliefern.

Als Mindestvoraussetzung fur eine Theorie stellt sich damit folgendes
Problem 1: (Unifizierbarkeitsproblem)

Ist die Unifizierbarkeit eines E-Unifikationsproblems in der gegebenen Theorie
entscheidbar?

Dal3 diesim allgemeinen nicht der Fall ist, zeigt die bekannte Unentscheidbarkeit von Hilberts
zehntem Problem: Gibt es ein Verfahren das die L dsbarkeit einer Polynomgleichung Gber den
ganzen Zahlen (Diophantische Gleichung) entscheidet? Antwort: nein.

Fur Implementierungen ist nattirlich dann auch die Frage nach der Anzahl der zurlickgelieferten
Unifikatoren relevant. Ob Uberhaupt ein Algorithmus existieren kann oder nur ein Aufzahl-
verfahren, folgt unmittelbar aus der Lage der zu untersuchenden Theorie in der Unifikations-
hierarchie.

Problem 2: (Hierarchieproblem)
Welchen Unifikationstyp hat die gegebene Theorie?

Schliefdlich stellt sich die letzte Frage fast von allein: Existiert Gberhaupt ein Algorithmus, der
minimale Mengen von Unifikatoren berechnet bzw. aufz&hlt? Hierbei wollen wir noch eine
kleine Unterscheidung zwischen finitdren und infinitéren Theorien treffen.

Ein E-Unifikationsalgorithmus heif3t typkonform, wenn er eine Menge W von E-Unifikatoren
berechnet — oder aufz&hlt — mit:

— Wistimmer eine vollstdndige Menge von E-Unifikatoren.

— Der Algorithmus terminiert (mit endlichem W), falls eine endliche, vollstandige
L dsungsmenge existiert.

— Wist eine Losungshasis, falls keine endliche, vollstandige Menge existiert.



Mit anderen Worten: Ein typkonformer Algorithmus berechnet immer eine endliche, voll-
standige L dsungsmenge, falls eine solche existiert, oder er zéhlt eine unendliche, aber minimale
auf. Natdrlich darf die Theorie dann nicht vom Typ O sein. Insbesondere berechnen typ-
konforme Algorithmen fur finitdre Theorien immer endliche, vollstandige Mengen. Die
Aufzéhlung einer unendlichen, vollstandigen Menge wére nicht sehr sinnvoll, da die gesamte
L 6sungsmenge bereits vollstandig und aufzéhlbar ist. Ideal sind natirlich minimale
Algorithmen, die immer minimale, vollsténdige L ésungsmengen berechnen oder aufzéhlen.

Damit ergibt sich
Problem 3: (typkonformer Algorithmus)

Gibt es fUr eine gegebene Theorie — die nicht vom Typ O ist — einen typkonfor men
bezi ehungswei se einen minimalen Algorithmus?

3.5 Einige Resultate fur spezielle Theorien

Wir geben eine tabellarische Ubersicht (iber digjenigen Theorien, die seit Robinson in der
Unifikationstheorie ndher untersucht wurden.

Es sind diesim wesentlichen die durch folgende Axiome definierten Theorien:

a(f) ={} (leere Theorie; freie Funktion)
A(f) ={ f(x, f(y, 2) =f(f(x,y),2) } (Assoziativitét)
C(f) ={fx,y) =1(y,x) } (Kommutativitét)
[(f) ={f(x,x)=x)} (Idempotenz)
D, (f,0) ={ f(o(x,y), 2 =g(f(x, 2), f(y, 2)) } (Links-Distributivitét)
D,(f,9) ={ f(x, g(y, 2)) = 9(f(x, y), f(x, 2)) } (Rechts-Distributivitét)
D(f,0) = Dy(f,g) U D,(f,0) (Digtributivitét)
Inv(f,i,e) ={f(i(x),x)=x} (Links-Inverse)
Inv (f,i,e) ={f(x,i(x))=x} (Rechts-Inverse)
Inv(f,i,e) := Inv,(f,i,e) O Inv.(f,ie) (Inverse)
N,(f.e) ={f(e,x)=x} (Links-Neutrales)
N,(f,e) ={f(x,e)=x} (Rechts-Neutrales)
N(f,e) = N(f,e) O N,(f,e) (Neutrales)
Iv(f) ={f(f(x)) =x} (Involution)
E(h,f) = { h(f(Xq,..., X)) = f(h(Xq),-.., h(xy) } (Endomorphismus)
AE(h)  ={ h(f(xy,..., X)) = f(h(X,),..., (X)) } (Anti-Endomorphismus)

Durch Kombinationen aus diesen Axiomen lassen sich bereits viele wichtige mathematische
Theorien aufbauen: Monoide (A+N), Gruppen (A+N+Inv) und andere.

Spezielle Kombinationen, die in der Unifikationstheorie untersucht wurden, sind zum Beispiel



— AC(f) := A(f) O C(f)
_AIF) = A O 1(F)
—ACI(f) := A(f) O C(f) O I()

Auch folgende Kombinationen - die sogenannten Minus-Theorien - sind unter anderem for
theoretische Untersuchungen zur Unifikationshierarchie von Interesse:

—Iv(=) O AE(= fp) ={ H=) =x, fo(=x, =y) =1y, X) }
—Iv(=) O AE(= fp) OAE(- f) = { H=X) =X, f1(=x) = —1(x), fo(=x, -y) =2y, x) }.
Die erstere ist namlich vom Typ w, wéhrend die zweite vom Typ o ist [Kir 86].

Den Stand der Forschung beztiglich unserer drei Problemstellungen fr einige dieser Theorien
spiegelt die folgende - unvollstandige - Tabelle wider:

Theorie [0 entscheidbar [0 Typ [0 Algorithmus
O U ja O  unitér O minima
A(f) [ ja O infinitér 0 typkonform
C(f) O ja O finitér 0 typkonform
[(f) O ja 0 finitar O typkonform
AC(f) [ ja O finitér O minima
Al(f) O ja o o O 2

D(f,9) O ? O infinitér O typkonform*
D(f,g)A(f) 0 nen O infinitér O typkonform®*
D(f,g)AC(f) 0 nen O infinitér 0 typkonform*
E(f,0) O ja O unitér 0 minimal
H(f,01,9) [ ja 0  unitér O minima
Minus-Theorien O ja O (infinitér** 0O typkonform
Abel'sche Gruppen [0  ja 0 finitér 0 minima
BoolescheRinge [ ja O  wunitar*** O minima

*  Fur nicht |6sbare Unifikationsprobleme terminiert der Algorithmus nicht.

**  Falls ale Anti-Endomorphismen geradstellig sind, ist die Theorie finitar, falls ein
gerad- und ein ungeradstelliger existieren ist seinfinitar.

*** Ohne freie Funktionssymbole, mit freien Funktionsymbolen ist sie mindestens finitér.

?  Offenes Problem.

Ausfihrlichere Tabellen findet man bel [Kir 85] und bel [Sie 88].

3.6 Kombination von Theorien und universelle Unifikation

Im mehr theoretischen Fragen zugewandten Teil der Unifikationstheorie geht es darum, die
Gleichheitstheorien nach fir die Unifikation relevanten, etwa algebraischen Kriterien zu
klassifizieren und die Stellung solcher Klassen im Verhdtnis zu den Klassen der
Unifikationshierarchie zu untersuchen [BHS 88]. Da dies jedoch gewisse vertiefte Kenntnisse
etwa in Universeller Algebra erfordern wirde, und weil die meisten Leser an diesen recht



theoretischen Fragestellung vermutlich weniger interessiert sein durften, wollen wir hier nicht
ndher darauf eingehen.

Eine andere wichtige Fragestellung ergibt sich, wenn man Unifikationsalgorithmen for
verschiedene Gleichheitstheorien hat und diese miteinander kombinieren mochte. Man baut ja
im allgemeinen nicht fur jede Theorie E einen speziellen Beweiser mit der um diese E-
Unifikation erweiterten Resolution, sondern integriert die verschiedenen Algorithmen in einen
einzigen Beweiser. Ganz allgemein kann eine solche Kombination von Gleichheitstheorien
nicht funktionieren. Die Algorithmen fir kommutative Funktionen und fir assoziative
Funktionen unterscheiden sich grundlegend von den Algorithmen fir Funktionen, die
gleichzeitig assoziativ und kommutativ sind. Wenn allerdings in den Axiomen der einzelnen
Theorien keine gemeinsamen Funktionssymbole vorkommen, dann kdnnen die Gleichheits-
theorien und die zugehdrigen Algorithmen kombiniert werden.

Dabei zeigt sich, dal3 dieser Fall (bisher) auch nur dann geldste werden kann, wenn die
Einzelverfahren Terme mit beliebigen freien Funktionssymbolen unifizieren kbnnen. Dies st
allerdings auch aus anderem Grunde die wohl wichtigste Kombinationsfrage: die Kombination
einer Theorie mit der leeren Theorie. Das heif3t, kann man einen E-Unifikationsal gorithmus so
erweitern, dald er auch Terme mit freien Funktionssymbolen, also Funktionssymbolen, die
nicht in der Axiomatisierung der Theorie vorkommen, unifizieren kann? Gerade bei
automatischen Beweisern, die auf der Resolution beruhen, ist dies ausschlaggebend fir deren
Erweiterung auf E-Unifikation. Da die Beweisaufgaben in Klauselform gestellt werden
muissen, werden insbesondere die urspriinglichen Formeln skolemisiert, das bedeutet aber, dal3
freie Funktionen in den meisten Fallen vorhanden sind.

Dal’ dieses Kombinationsproblem nicht trivial ist, zeigen Resultate, bei denen etwa gezeigt
wurde, dal3 die Unifikation durch die Hinzunahme freier Konstanten bereits unentscheidbar
werden kann. Ein relativ einfaches Beispiel mag demonstrieren, dal3 die Hinzunahme freier
Konstanten oder Funktion die Unifikation zumindest verandert bzw. erschwert. Nimmt man
etwa die Theorie eines assoziativen und kommutativen Funktionssymbols f mit einem neutralen
Element e, aber ohne weitere Funktionen oder Konstanten. Dann ist jede Gleichung
trivialerweise |6sbar. Die Terme sind nur aus den Symbolen f und e und Variablen aufgebaut
und man kann die Terme immer dadurch gleichmachen, daf3 man alle Variablen durch e
substituiert. Beide Terme werden dann gleich zu e. Wenn man jedoch freie Konstanten zul &,
dann werden die Probleme ungleich komplizierter. Bekannte Verfahren fir diese als AC1-
Unifikation bekannt gewordene Aufgabe reduzieren das Problem auf das Ldsen linearer
diophantischer Gleichungen, was bekanntlich keine triviale Aufgabe ist.

Hat man fur eine Theorie noch kein spezielles Unifikationsverfahren, so kann man natirlich
auch die volle Gle chheitsbehandlung fir das L 6sen der Unifikationsprobleme verwenden, oder
sogenannte universelle Unifikationsalgorithmen. Das sind Verfahren, die als Eingabe ein
Gleichungssystem und die Axiome einer Gleichheitstheorie erhalten, und vollstandige
L 6sungsmengen bezliglich der Eingabetheorie berechnen oder aufzahlen. Der Vorteil dieser
Verfahren ist, dal? sie fir jede beliebige Theorie funktionieren. Ihr Haupt-Nachteil ist, dal3 sie
natirlich sehr ineffizient sind.



Die folgenden Rechenregeln definieren ein solches Verfahren [GS 87]:
(1) EntfernejedeGleichungt=tausrl.

(2) Ersetzejede Gleichung f(py,...,p,) = f(qy,...,q,) durch die Gleichungen
P1 =015 Pn = Uy

(3) Substituiere fur jede Gleichung x = t, wenn x nicht unter den Variablen des Termst
ist, alle weiteren Vorkommen von x in " durch t. Analog fur Gleichungen x =y.

(4) Ersetzejede Gleichungt = x durch x =t.

(5) Ersetze eine Gleichung f(py,...,p,) =t durch f(py,...,p,) = f(Qy,...,q,) und s = t,
wenn f(qy,...,q,) = soder s=1f(qy,...,q,) Variante eines Axioms der Theorie ist.
Anmerkung: Diese Regel darf nicht wieder auf f(py,...,p,) = f(0y,...,q,) angewandt
werden!

(6) Ersetze x = f(qy,...,q,) durch x = f(vq,...,v,) und v; = Qy,..., V, = Q, und
substituiere alle weiteren Vorkommen von x in " durch f(v,...,v,,), wenn X unter den
Variablen der g; vorkommt.

Die ersten vier Regeln sind dieselben wie beim Regel system fir die Robinson-Unifikation, aber
die beiden dort angegebenen Nicht-Unifizierbarkeitsregeln gelten jetzt im allgemeinen nicht
mehr. Stattdessen haben wir zwei neue Regeln, die die Gleichungen mithilfe der Axiome
beziehungsweise durch Einfuhrung neuer Variablen (und Auffalten) in neue Gleichungen
transformieren, auf die wieder die anderen Regeln angewandt werden kdnnen. Unter der
Variante eines Axioms bei Regel (5) versteht man eine Kopie des Axioms in der sémtliche
Variablen durch neue bisher nicht vorgekommene Variable substituiert wird.

Mit diesem Regelsystem kann man eine vollstandige Lo6sungsmenge fir die
Ausgangsgleichungen erzeugen, indem man sie solange anwendet, bis man ein gel stes System
erhdlt und dieses in eine Substitution transformiert. Dabei mufl3 man garantieren, dal3 alle Pfade
im Suchraum erfalt werden. Das Regelsystem definiert namlich in folgendem Sinne einen
vollsténdigen Unifikationsalgorithmus:

Theorem: Sei E eine Theorie und sei I' ein Gleichungssystem. Wenn I unter E |6sbar ist,
dann existiert zu jeder L6sung 6 von I eine Folge von Regelanwendungen, die mit einem
geldsten System terminiert, so dal3 & eine Instanz der zum geldsten System gehdrenden
Substitution ist. n

Falls fur die Theorie eine Axiomatisierung existiert, deren Gleichungen gerichtet werden
koénnen, so dal3 man ein kanonisches Termersetzungssystem erhdlt (siehe den Beitrag Uber
Termersetzungssysteme), dann geniigt es in Regel (5), nur Varianten f(qy,...,q,) — Svon
gerichteten Axiomen zu betrachten. Es gilt auch dann das obige Theorem.

Ein wesentlich bekannteres universelles Verfahren zum Lésen von E-Unifikationsproblemen
unter beliebigen Theorien erhélt man mit der Paramodulation. Sie wurde eigentlich eingefuihrt
fur die allgemeine Behandlung der Gleichheit im Resolutionsverfahren, wenn wir
Gleichheitdliterale in den Klauseln haben (vgl. den Abschnitt Uber allgemeine Gleichheits-



verfahren). Aber natirlich kann man dies insbesondere fir den Spezialfall anwenden, dal3
unsere Klauseln nur Gleichheitsliterale enthalten und wenn wir nur unére Klauseln bestehend
aus jeweils genau einem positiven Gleichheitditeral, al'so eine Gleichheitstheorie E haben. Dies
bedeutet, man kann Paramodulation fur die universelle Unifikation einsetzen, in dem man das
zu unifizierende Gleichungssystem, welches ja eine existenzquantifizierte Konjunktion darstelIt,
negiert (es wird dann eine Klausel mit negativen Gleichheitsliteralen) und zu den Klauseln der
Axiomatisierung der Gleichheitstheorie E gibt. Die so erhaltene Klauselmenge kann man dann
mittels der Paramodulationsregel bearbeiten. Allerdings erhélt man so noch kein universelles
Unifikationsverfahren, sondern lediglich ein Testverfahren fir die Unifizierbarkeit.

Man kann alerdings auch , konstruktiv* vorgehen. Wie wir im Kapitel Gber Deduktion als
Berechnung sehen werden, kann man eine Gleichheitstheorie auch als logisches Programm
sehen und ein Unifikationsproblem als eine Anfrage an dieses. Dann wendet man die
Paramodulationsregel mit der Gleichheitstheorie E auf das Unifikationsproblem selbst an,
solange bis man ein Gleichungssystem erhdlt das mittels syntaktischer Unifikation gelost
werden kann. Man erhdlt dann einen E-Unifikator des urspringlichen Systems, in dem die
Paramodul ationssubstitutionen aufsammelt und mit dem syntaktischen Unifikator dieses |letzten
Systems kombiniert. Man hat damit die E-Unifikation ganzlich auf die syntaktische Unifikation
zuriickgefuhrt — die Paramodul ationssubstitutionen sind selbst auch syntaktische Unifikatoren.

Prézisieren wir das daraus resultierende universelle Unifikationsverfahren. Als Eingabe erhalten
wir eine Gleichheitstheorie (genauer ihre Axiomatisierung) E und ein Gleichungssystem I".
Durch wiederholte Anwendung der folgenden Paramodulationsregel transformiert man das
System in ein syntaktisch unifizierbares System.

(P) ErsetzeinT einen beliebig ausgewahlten Unterterm f(t,...,ty) durch den Term t und
wende die Substitution o auf das so erhaltene System an; dabei sei o der syntaktische
Unifikator von f(sy,...,Sn) und f(ty,...,ty) fUr eine Variante eines passend gewahlten
Axioms f(sy,...,Sn) =t oder t = f(sy,...,Sy) der Theorie E.

Die Paramodulationsregel enthalt zwei Indeterminismen: Der beliebig zu wahlende Unterterm
und das passend zu wahlende Axiom. Uber diese Indeterminismen erhdt man mehrere
M oglichkeiten das Eingabesystem zu transformieren. Jede Folge von Regelanwendungen, die
zu einem syntaktisch unifizierbaren System fihrt, liefert einen E-Unifikator des Eingabe-
systems. Natirlich braucht das Verfahren nicht zu terminieren. Aber es definiert dhnlich wie
das obige Regelsystem einen vollsténdigen Unifikationsalgorithmus: wenn I" unter E |6sbar ist,
existiert zu jeder Losung & eine Folge von Paramodulationsschritten mit Substitutionen
01,...,0m, die mit einem System "' terminiert, welches einen syntaktischen Unifikator o hat,
so dal3 & eine Instanz der Komposition der Substitutionen o1,...,0m, O ist. Falls man fir die
Theorie wieder eine Axiomatisierung mit kanonischem Termersetzungssystem hat, kann man
sich bei der Paramodulation auf gerichtete Axiome f(sy,...,S,) — t beschranken. Die so
modifizierte Regel heil’t auch ,,Narrowing“-Regel.



3.7 Ein Beispiel: Unifikation in Booleschen Ringen

Wir wollen abschlief3end noch ein interessantes Beispiel einer Gleichheitstheorie betrachten,
namlich die der Booleschen Ringe. Mit diesen kann man bekanntlich sowohl Mengen als auch
Schaltkreise modellieren, und fur beides gibt es wichtige Anwendungen. Die Unterstiitzung
von Mengen ist insbesondere bei mathematischen Beweisen von Bedeutung, wahrend die
Modellierung von Schaltkreisen die Verifikation von Schaltungen unterstiitzen kann [BS 87],
[MN 87].

Beispiel: Unifikation in freien Booleschen Ringen.

Wir betrachten eine Signatur aus beliebig vielen freien Konstanten und zweistelligen (Infix-)
Funktionssymbolen + und -, sowie Konstanten 1 und O, fur die wir die folgenden Axiome
haben (wir kiirzen x - y durch xy ab):

BR:={ xy =yX, (xy)z =X(yz), XX =X,
X+y=y+x,x+(y+z)=(x+y)+z
X(y +2) =xy +yz
X-1=1-X=xXXx+0=0+x=x,x+x=0}
Beide Funktionen sind also kommutativ, assoziativ und sind Uber die Distributivitét verbunden,
- ist idempotent und + ist nilpotent, 1 und O sind die neutralen Elemente beztglich - und +.
Dabel entspricht - dem Schnitt bzw. 'und' und + der symmetrischen Differenz bzw. ‘exklusives

oder'. Die Ublichen Mengen- bzw. Schaltalgebraoperationen erhdlt man durch folgende
Ubersetzung:

Xy=Xny,Xx+y=(xoy)\(xny)=(x\y)oy\x),

XOY=X+y+Xy,X\y=X+Xy

XYy+y=0e Xy=y « yox
Die BR-Unifikation hat folgende einfach nachzurechnende Eigenschaft: Die Substitution o ={x
~ q+X'(1+p)} istalgemeinster Unifikator von Cpx + q = 0 [gr genau dann, wenn gilt pq +
q=gRr 0.

Damit erh&lt man einen rekursiven BR-Unifikationalgorithmus fur Probleme [t = 0 [3 (esist
klar, dal3 alle BR-Unifikationprobleme in diese Form gebracht werden konnen):

1 Isoliereeine Variablex int, d.h. transformiere [ = 0 [g in die Form [px + = 0 [3g
(so daf3 x nicht in den Termen p und g vorkommt)

2 Losedasnun kleinere Problem [pqg + q = 0 [Rg, d.h. berechne seinen Unifikator o
3 t:=oAmitA:={x « q+Xx'(1+p)} istallgemeinster BR-Unifikator von [% =gz 0

Der Algorithmus terminiert, da bei jeder Rekursion Variablen eliminiert werden, und er
berechnet den allgemeinsten BR-Unifikator. Die BR-Unifikation ist also unitér.



3.8 SchluBbemerkungen

Der hier dargestellte Stand der Unifikationstheorie zeigt die fur praktische Anwendungen
wichtigsten Grundlagen des Gebietes, wenn wir auch die Details der Forschung grof3ziigig
Ubergangen haben. Dies liegt u.a. daran, dal? das Gebiet sehr stark mathematisiert ist und die
Resultate oft sehr spezielle Grundlagen etwa der Universellen Algebra bendtigen, so dal3ihre
Darstellung den Rahmen dieses Kapitels gesprengt hétte. Wir wollen hier nur anmerken, daf3
man bei diesen Untersuchungen die Unifikation auch als Gleichungslosen in speziellen
universellen Algebren, den freien Algebren der Gleichheitstheorie, betrachtet.

Einen Zweig der Theorie haben wir hier gar nicht angeschnitten, namlich die sortierte
Unifikation. Hierbei erlaubt man zusétzlich eine Typisierung der Variablen und der
Funktionssymbole, die die Termbildung und die zulassigen Substitutionen stark einschranken.
Wenn man dariberhinaus die Sorten oder Typen noch hierarchisch durch eine
Untersortenrelation anordnet, so kann man diese Hierachie bel der Unifikation verstarkt
ausnutzen, indem man z.B. Variablen einer Sorte nur durch Terme einer kleineren Sorte
ersetzen darf. Mehr dazu, auch Uber Anwendungen der sortierten Unifikation, findet man im
Abschnitt tber Sorten und Typen im Kapitel ,, Deduktion als Berechnung*.

Natdrlich kann man sich auch von der Beschrankung auf Terme erster Stufe |6sen und sich
fragen, was passiert, wenn man Funktionsvariable zu |a%t. Dieser Fragestellung wird im
Kapitel Uber Unifikation fir Logik hoherer Stufe ausfuhrlicher nachgegangen.

Die nachfolgende Literaturliste enthdlt nur die hier zitierten Referenzen. Eine ausfihrliche
Bibliographie zur Unifikationstheorie findet man etwa in [Sie 88] (vgl. auch [Kni 88]; dort
findet man auch einen Uberblick tiber effiziente Algorthmen fiir die syntaktische Unifikation).
Das Buch [Kir 90] enthdt samtliche Artikel des,, Specia Issue on Unification des Journal of
Symbolic Computation 1988 und gibt eine relativ umfassenden Uberblick tiber den Stand der
Forschung bis Anfang 1988. Einen neueren Ubersichtsartikel findet man in [JK 91], wo
insbesondere auch die Sicht des Gleichungsl6sens in speziellen Algebren im Mittel punkt steht.

Neuere Arbeiten zur Unifikationstheorie erweitern die Fragestellung hin zum Lésen von
Gleichungen und negierten Gleichungen (,, Disunification®) bzw. fuhren abstrakter zum Ldsen
symbolischer , Constraints*: Man kann Unifikationsprobleme auch als Constraints Uber dem
Quotienten T/=g der Termalgebra nach der durch die Gleichheitstheorie induzierten
Aquivalenzrelation sehen. Diese generellere Sicht fiihrte dann auch konsequent zur Frage,
inwiefern man die Unifikation in der Resolutionsregel durch andere Constraint-Solving-
Methoden ersetzen kann (vgl. dazu auch den Abschnitt Uber Logisches Programmieren mit
Constraints im Kapitel ,, Deduktion as Berechnung*).
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