Kapitel V:
Automatisierung der vollstandigen Induktion

(Dieter Hutter)

1 Einflhrung

Vollstandige Induktion ist in der Mathematik die grundlegende Beweistechnik, um
Eigenschaften rekursiv definierter Objekte zu zeigen. Daher spielen Beweise durch Induktion in
vielen Teilgebieten der Mathematik eine bedeutende Rolle. Die Beispiele reichen von der
Analysis oder der Algebra bis zur Formalen Logik. In der Informatik ist die vollstandige
Induktion bei der Programmverifikation fur die Verifikation von Schleifen und rekursiv
definierten Funktionen unentbehrlich.

Die Bedeutung der Induktion liegt darin, dafl3 mit ihrer Hilfe unendlich viele Objekte endlich
reprasentiert werden kénnen. Am bekanntesten ist dabei die vollsténdige Induktion Uber die
natirlichen Zahlen. Das Induktionsprinzip ist dabei eng mit der Definition der nattrlichen
Zahlen verknipft. Gibt man eine konstruktive Vorschrift fir die Erzeugung der natirlichen
Zahlen an, so kénnten diese folgendermal3en lauten:

a) 0Oistenenatirliche Zahl,
b) ist neinenatirliche Zahl, so ist auch succ(n) eine natirliche Zahl und
c) esgibt keine anderen nattirlichen Zahlen als die durch @) und b) konstruierbaren.

Die natrlichen Zahlen werden also dadurch charakterisiert, dal? ein einzelnes Objekt - die O -
explizit definiert wird und dal3 dann - ausgehend von diesem explizit definierten Objekt - neue
Objekte durch Anwendung einer Konstruktionsvorschrift (wende succ auf eine natiirliche Zahl
an) aus den bereits bekannten Objekten erzeugt werden. Initial kennt man nur die O als
natirliche Zahl, im ersten Schritt kommt succ(0) hinzu, im zweiten succ(succ(0)),... usw. So
wird iterativ irgendwann jede natiirliche Zahl erzeugt. Gleichzeitig ist aber auch sichergestellt,
dal3 nur die nattirlichen Zahlen erzeugt werden.

Dieselbe Konstruktionsvorschrift begegnet uns wieder, wenn wir Funktionen Uber den
natlrlichen Zahlen definieren wollen. Der Wert einer Funktion wird nur fir wenige Argumente
explizit definiert. Alle Ubrigen Werte werden rekursiv aus den bereits bekannten Werten
berechnet. Definiert man zum Beispiel die Addition der nattrlichen Zahlen rekursiv durch die
Gleichungen:

Oy:nat 0+y=yundXxy:nat succ(x) +y = succ(x +Yy),

so sind nur die Werte eines Funktionsaufrufs O + y explizit vorgegeben. Die Ubrigen Werte
werden rekursiv mit Hilfe der zweiten Gleichung aus dem explizit vorgegebenen Wert
berechnet. Dabei ermittelt sich der Wert von succ(succ(0)) + y aus dem Wert von succ(0) +y
Dieser basiert wiederum auf dem explizit gegebenen Wert von 0 + y. Ein solches



Definitionsprinzip ist deshalb korrekt, weil man aus der Konstruktionsvorschrift fur die
natUrlichen Zahlen weil3, daf3 man jede natirliche Zahl dadurch erhélt, dal? man die Funktion
succ endlich oft auf 0 anwendet. Umgekehrt erreicht man von jeder natlrlichen Zahl aus die O,
wenn man lang genug in umgekehrter Richtung der obigen Konstruktionsvorschrift von
succ(x) auf x zurlickgeht.

Zum dritten Mal begegnet uns die Konstruktionsvorschrift bei induktiven Beweisen von
Eigenschaften nattrrlicher Zahlen. Eine Eigenschaft E kann demnach folgendermal3en fir alle
naturlichen Zahlen nachgewiesen werden:

a) DieEigenschaft gilt fir n=0 (Induktionsanfang);

b) wenn die Eigenschaft fir eine Zahl n gilt, so gilt sie auch fur ihren Nachfolger succ(n)
(Induktionsschritt).

Der Nachweis einer Eigenschaft E erfolgt also explizit nur fur die 0, ansonsten wird “nur”
bewiesen, dal3 die Eigenschaft E beziiglich der Konstruktionsvorschrift fur nattrliche Zahlen
invariant bleibt. Hat man also im Induktionsanfang die Eigenschaft E fur die O bewiesen, so
kann man in einem ersten Schritt mit Hilfe des Induktionsschrittes die Eigenschaft E fir
succ(0) folgern, im zweiten fir succ(succ(0)),... usw.. Analog zur Konstruktionsvorschrift fur
die Erzeugung der natirlichen Zahlen ergibt sich somit eine Konstruktionsvorschrift fir den
Beweis der Eigenschaft E fir jede beliebige natirliche Zahl.

Dieses Kapitel beschaftigt sich nun mit der Umsetzung dieser konstruktiven Sichtweise von
Datenstrukturen, Funktionen und Beweisen auf die Ebene der Logik und des automatischen
Beweisens. Der ndchste Abschnitt beschéftigt sich mit den logischen Grundlagen der
Induktion. Im Abschnitt 3 wird die Definition von Datenstrukturen behandelt und anschlief3end
werden Funktionen, die auf diesen Datenstrukturen operieren, eingefiihrt. Der Abschnitt 4
widmet sich den verschiedenen Techniken fur das Finden von Induktionsbewel sen.

2 Grundlagen

In der Einleitung wurden die natirlichen Zahlen durch Angabe einer Konstruktionsvorschrift
beschrieben. Fir das Beweisen von Eigenschaften ist diese Darstellung ungeeignet, man
bendtigt hier eine logische Axiomatisierung der naturlichen Zahlen, d.h. man sucht eine
geeignete Formelmenge, die die natiirlichen Zahlen hinreichend genau beschreibt. Eine solche
Axiomatisierung, die die natrlichen Zahlen sogar bis auf Isomorphie genau beschreibt, wurde
bereits im letzten Jahrhundert von Richard Dedekind (1887) und Guiseppe Peano (1889)
angeben:

a) Es gibt eine natirliche Zahl 0 (Basiskonstante) und eine injektive Funktion
succ : nat —» nat (Konstruktorfunktion). Der Nachfolger succ(x) einer natrlichen
Zahl x ist einevon O verschiedene natiirliche Zahl.

b) Hat O die Eigenschaft E und hat, wenn eine natiirliche Zahl x die Eigenschaft E hat, ihr
Nachfolger succ(x) ebenfalls die Eigenschaft E, so haben alle natirrlichen Zahlen die



Eigenschaft E, d.h. E(0) O (O y:nat E(y) O E(succ(y))) O O x:nat E(x)
(Induktionsaxiom).

Teil a) umfalét gerade die Axiomatisierung des ersten Tells unserer Konstruktionsvorschrift.
Aus 0 und succ aufgebaute Terme sollen natiirliche Zahlen darstellen. Schwierig wird dagegen
die Axiomatisierung des zweiten Teils unserer Konstruktionsvorschrift, dal3 es neben
solchermal3en aufgebauten Zahlen keine andere mehr gibt. Um dies sicherzustellen, bendtigt
man den Teil b) der Peano-Axiome, das sogenannte | nduktionsaxiom. Im Gegensatz zu Teil a)
ist aber das Induktionsaxiom in der Pradikatenlogik erster Stufe nicht formulierbar, da tber
Eigenschaften (d.h. z.B. Pradikate) quantifiziert werden mifdte. Verzichtet man dagegen bei der
logischen Beschreibung auf das in erster Stufe nicht darstellbare Induktionsaxiom, so werden
die nattirlichen Zahlen nur “ungenau” charakterisiert. Die Beschreibung trifft auf3er auf die
nattrlichen Zahlen auch auf andere Mengen, sogenannte Nichtstandardmodelle zu. Selbst
einfache Eigenschaften der natiirlichen Zahlen kénnen nicht mehr bewiesen werden, da diese
Eigenschaften nicht auf alle Nichtstandardmodelle zutreffen.
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Flgt man zum Beispiel zu den nattirlichen Zahlen noch ein neues Element a hinzu und erweitert
die Definition von succ um succ(a) = a, so erfillt auch dieses Modell (vgl. obige Abb.) den
ersten Tell der Peano-Axiome. Verzichtet man nun in einem automatischen Beweiser vollig auf
die Induktion, so ist zum Beispiel nicht mehr moglich, die Aussage [ x:nat X # succ(x) zu
beweisen, da diese Aussage in dem oben genannten “ grofieren” Modell wegen a = succ(a) nicht
gilt. In unserem Beispiel benttigt man zum Nachweis der Aussage eine Instantiierung des
Induktionsaxioms mit der konkreten Eigenschaft E = x # succ(x), d.h. ein auf erster Stufe
formulierbares Axiom:

0#succ(0) (O y:nat y #succ(y) O succ(y) # succ(succ(y))) 11 x:nat X # succ(x)
mit dessen Hilfe sich leicht die gewlinschte Aussage bewei sen 1803t.

Wie das Beispiel der nattrlichen Zahlen zeigt, lassen sich induktive Datenstrukturen in der
Regel nicht in der Pradikatenlogik erster Stufe hinreichend genau beschreiben, denn fur den
Nachweis vieler Eigenschaften bendtigt man das auf erster Stufe nicht formulierbare
Induktionsaxiom. Bisher vorgestellte automatische Beweiser basieren jedoch gerade auf der
Prédikatenlogik erster Stufe, so dal? diese selbst einfache Eigenschaften der natiirlichen Zahlen
wegen deren unvollstandigen Charakterisierung nicht bewei sen kdnnen.

Die zentrale Idee ist nun, dal3 auf erster Stufe nicht darstellbare Induktionsaxiom in beliebig
vielen Instanzen (Formeln erster Stufe) in die Axiomenmenge aufzunehmen. In diesen



Instanzen ist die al-quantifizierte Eigenschaft E durch eine préadikatenl ogische Formel mit einer
freilen Variable x ersetzt. Fur die natirlichen Zahlen kann dann zum Beispiel aus den beiden
Formeln

P(0) und O x:nat P(x) O P(succ(x))
mit Hilfe der Instanz des Induktionsaxioms:
(P(0) » Ox:nat P(x) O P(succ(x))) [IJ  x:nat P(x)

die Formel [ x:nat P(x) mittels Modus Ponens fir eine beliebige Formel P abgel eitet werden.
Fur den Beweis der bereits angesprochenen Formel [ x:nat x # succ(x) reicht es also aus, die
beiden Formeln

0 # succ(0) und O y:nat y # succ(y) O succ(y) # succ(succ(y))

abzuleiten, um mit Hilfe einer Instanz des Induktionsaxioms die gewinschte Formel zu
erhalten.

Es stellt sich die Frage, ob wir mit einem solchen sogenannten Induktionsschema, das bei
Bedarf entsprechend instantiiert wird, die nattirlichen Zahlen eindeutig beschreiben kdnnen.
Wie bereits Thoralf Skolem in den zwanziger Jahren dieses Jahrhunderts bewiesen hat, ist dies
aber leider nicht der Fall. Der Beweis sprengt den Rahmen dieses Buches, doch die folgenden
Uberlegungen sollen das Resultat verdeutlichen:

Eine Eigenschaft E kann durch eine Menge M von natlrlichen Zahlen charakterisiert werden,
indem eine Zahl x genau dann die Eigenschaft E hat, wenn x in M enthalten ist. Die Menge aller
Teilmengen der nattrlichen Zahlen ist Uberabzahlbar. Das heif¥, es gibt keine bijektive Funktion
f, die die natirlichen Zahlen in die Tellmengen der natrlichen Zahlen abbildet (gébe es eine
solche Funktion, so konnte eine Menge M :={x | x O f(x)} nicht f-Bild einer Zahl a sein, denn
a [ M ist nach Definition gleichbedeutend mit a ] f(a). M ist aber sicherlich eine Teilmenge der
natlirlichen Zahlen!). Andererseitsist die Menge aller pradikatenl ogischer Formeln erster Stufe
abzahlbar. Hier gibt es eine bijektive Funktion f, die jeder natUrlichen Zahl eine
pradikatenl ogische Formel zuordnet. Somit gibt es also Eigenschaften bzw. Teilmengen von
natlrlichen Zahlen, die nicht durch eine prédikatenl ogische Formel beschrieben werden kénnen
und fUr die dann auch keine Instanz des Induktionsaxioms gebildet werden kann.

Mit Hilfe des Induktionsschemas kénnen die natirlichen Zahlen nicht eindeutig charakterisiert
werden, da es immer auch sogenannte Nichtstandardmodelle gibt, die diese Axiome erfiillen.
Die néchste Frage ist, ob man mit diesem Induktionsschema, wenn man Addition und
Multiplikation rekursiv definiert, zumindestens alle in der Arithmetik gultigen Formeln ableiten
kann. Aber auch dieses ist nicht der Fall, wie Kurt Godel im Jahre 1931 gezeigt hat. Unsere
Axiome fUr die natlrlichen Zahlen sind mit dem Induktionsschema unvollsténdig. Es gibt in der
Arithmetik wahre Sétze, die wir aus unserer Axiomatisierung nicht ableiten konnen. Der Hinter-
grund fur dieses Resultat liegt in der Ausdrucksméchtigkeit der Arithmetik. Wir kénnen in der
Arithmetik Formeln und die Ableitbarkeit von Formeln aus unserem Axiomensystem kodieren.
Es |&3t sich dann eine Formel G konstruieren, die von sich selbst sagt, daf? sie nicht ableitbar
ist. G ist in der Arithmetik giltig, wére sie aber ableitbar, ware unser Axiomensystem



inkonsi stent.

Die Unvollstandigkeit liegt aber nicht daran, dald wir ein “schlechtes” Induktionsschema
gewahlt haben und mit einem anderen Induktionsschema diesen Mangel hétten beseitigen
konnen. Jede vollstandige (und konsistente) Axiomatisierung der Arithmetik ist auf erster Stufe
unentscheidbar. Wir kdnnen bei einer vollstéandigen Axiomatisierung in der Regel nicht
feststellen, ob eine Formel ein Axiom ist oder nicht. Somit gibt es also kein Induktionsschema,
mit dessen Hilfe wir die Arithmetik eindeutig beschreiben konnten.

3 Aufbau einer Datenbasis

3.1 Definition von Datenstrukturen

In der Einfuhrung wurden die nattrlichen Zahlen mit Hilfe einer Konstruktionsvorschrift
beschrieben, die nacheinander ale Zahlen erzeugt. Im vorigen Abschnitt wurde die logische
Axiomatisierung solcher Mengen beleuchtet. In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns damit,
wie man allgemein Datenstrukturen, die mit Hilfe einer (endlichen) Konstruktionsvorschrift
erzeugbar sind, axiomatisiert und damit einem automatischen Bewel ser zuganglich macht.

Zunéchst mussen wir konkretisieren, was wir unter einer Konstruktionsvorschrift verstehen.
Die Definition einer Datenstruktur erfolgt durch Angabe einer Signatur X, das heif3t man gibt
eine Menge von Konstanten (sogenannte Basiskonstante) und Funktionen (sogenannte
Konstruktorfunktionen) an, aus denen jedes Objekt der Datenstruktur aufgebaut sein muf3 (vgl.
constructor-constants [Aub79], shell-principle bei [BM79], structure-definition bei
[BHHWS86]). Im Fall der natlrlichen Zahlen ist dies gerade die Signatur 25 = {0, succ} .

Der Aufbau der intendierten Datenstruktur erfolgt dann analog zu der Konstruktionsvorschrift
in der Einleitung. Ausgehend von den Basiskonstanten wird die Datenstruktur iterativ um
digjenigen Objekte erweitert, die durch Anwendung einer Konstruktorfunktion auf bereits
vorhandene Objekte dieser Datenstruktur entstehen. Bei den nattrlichen Zahlen erhalt man
nacheinander die Objekte 0, succ(0), succ(succ(0)) .... Die in diesem Beispiel entstandene
Menge entspricht intuitiv den natlrlichen Zahlen.

Aus bereits definierten Datenstrukturen kénnen wir weitere komplexere Datenstrukturen
zusammensetzen. So kénnen Listen von nattrlichen Zahlen durch die Basiskonstante nil und
die Konstruktorfunktion cons: nat x list - list definiert werden, wobei nat die bereits bekannten
natrlichen Zahlen bezeichnen soll. Man erhélt dann die Objekte nil, cons(0 nil), cons(succ(0)
nil),...., cons(0 cons(0 nil)),...

Die Aufgabe eines Beweissystemsiist es, fur diese intuitiv definierte Datenstruktur einen Satz
von Axiomen zu erzeugen, der diese Datenstruktur hinreichend genau beschreibt. Hierfr
nehmen wir im weiteren an, der Benutzer habe die Symbole c; ... ¢, a's Basiskonstante und
f1 ... fm ds Konstruktorfunktionen fur die zu axiomatisierende Datenstruktur s ausgezeichnet.1

1 Wir werden im Folgenden mit * stets eine Sequenz von Objekten, Sorten etc. bezeichnen. s* bezeichnet also
eine Sequenz sy ... s von Sorten. f(t)" steht als Abkiirzung firr eine Sequenz f1(ty) .. fn(tn) von Termen.



Im weiteren bezeichne s'j den Definitionsbereich einer Konstruktorfunktion fj. Ist sin s'
enthalten, so nennt man f; reflexiv. Hat s mindestens einen reflexiven Konstruktor, so nennt
man sinduktiv definiert.

Eine Forderung ist, dal? sich jedes Objekt mit Hilfe der Konstruktorfunktionen konstruktiv aus
den Basiskonstanten erzeugen |a3t. Wie wir in der Einleitung gesehen haben, ist gerade diese
Eigenschaft nicht auf erster Stufe formulierbar, da man hierfur ein Induktionsaxiom benétigt.
Analog zu dem einleitenden Beispiel der natiirlichen Zahlen wird statt eines Induktionsaxioms
ein Induktionsschema fir die Datenstruktur s erzeugt, aus dem wéhrend eines Beweises die
bendtigten Instanzen des Induktionsaxioms gebildet werden konnen. Dieses Induktionsschema
hat allgemein die folgende Gestdlt:

{ P(ci)a..~P(cpa
A0y 1:81 (Plyp,) A ..o Plynn)) O P(fa(y" D)

AOY'misSm (Plym) A ... A P(Ym,n(m)) ) O Py m) }
M x:s P(X) ,

wobel Y 1 ... Yin(i) die Variablen mit der Sorte s aus den jeweiligen Variablenlisten y*i sind.

Man beachte, dal3 auch im allgemeinen das I nduktionsschema “ schwéacher” a's das eigentliche
Induktionsaxiom ist, da das Induktionsaxiom nur fur Eigenschaften verwendet werden kann,
die mit Hilfe einer pradikatenlogischen Formel ausdriickbar sind (vgl. Abschnitt 2). Die
intendierte Datenstruktur kann also damit in der Regel nicht eindeutig charakterisiert werden.

Das Induktionsaxiom (bzw. das schwéchere Induktionsschema) beschreibt die sogenannte
Termerzeugtheit der zu definierenden Datenstruktur. Jedes Objekt der Datenstruktur ist aus den
vorgegebenen Basiskonstanten und Konstruktorfunktionen sowie aus Objekten der zugrunde-
liegenden Datenstrukturen aufgebaut. Nicht geregelt wird durch das Induktionsschema, ob ein
Objekt der Datenstruktur verschiedene Namen haben kann, d.h. ob zum Beispiel zwei
Basi skonstante dassel be Objekt bezeichnen. In den bisherigen Beispielen der natiirlichen Zahlen
und den Listen natirlicher Zahlen mbchte man, dal3 zwei verschiedene Namen auch
verschiedene Objekte bezeichnen, denn 0 soll ein anderes Objekt bezeichnen al's succ(succ(0))
und cons(0 nil) ein anderes a's cons(succ(0) nil).

Hat jedes Objekt einer Datenstruktur s genau einen Namen - d.h. es gibt nur einen aus
Basiskonstanten und Konstruktorfunktionen zusammengesetzten Term, der ein Objekt
beschreibt -, so nennt man s eine initiale Datenstruktur. Unsere Beispiele der natirlichen
Zahlen und der Listen von naturlichen Zahlen sind initiale Datenstrukturen.

Ein Beispiel fur nicht-initiale Datenstrukturen sind Mengen von natiirlichen Zahlen. Gibt man
als Konstruktionsvorschrift die Signatur Zgt = { empty, ins} an, so mdchte man verschiedene
Namen demselben Objekt zuordnen: ins(0 ins(0 empty)) soll genauso die einelementige Menge
{0} wieins(0 empty) denctieren. Vergleicht man das erzeugte Induktionsschema fir Listen und
Mengen, so unterscheiden sich beide nicht. Das obige Induktionsschema ist in beiden
Datenstrukturen (bis auf Signaturwechsel) dasselbe. Die Unterscheidung erfolgt erst durch



weitere Axiome, die die Beziehungen zwischen den einzelnen Namen regeln.

Wir werden uns im folgenden auf die Axiomatisierung von initialen Datenstrukturen
beschranken, da andere Datenstrukturen von den bereits genannten Beweissystemen zur Zeit
nicht unterstitzt werden.

Fur die Axiomatisierung initialer Datenstrukturen bendtigen wir zusétzliche Formeln, die
ausdriicken, dal3 je zwel verschiedene Namen auch zwel verschiedene Objekte bezeichnen. Das
heif3t:

- dal verschiedene Basi skonstanten auch verschiedene Objekte denotieren,

- dalR zwei Terme mit verschiedenen fihrenden Konstruktorfunktionen verschiedene
Objekte bezeichnen und

- dafld eine Basiskonstante nicht mit Hilfe einer Konstruktorfunktion beschrieben werden
kann,

- dal3die Konstruktorfunktionen injektiv sein missen.

Allgemein lauten damit die sogenannten Eindeutigkeitsaxiome wie folgt:
ci#¢c firaleije {1,..,n} undi#j.
(alle Basiskonstanten sind ver schieden)
Oy*:si0y: s iy 2fj(y) furaleije {1,..m}undi#]
(je zwei Terme mit unterschiedlichen , fihrenden
Konstruktor funktionen sind ver schieden)
Oy%i: s ¢ #f (y') furdleje {1,...n} und fir aleie {1,..,m}
(jede Basiskonstante ist verschieden zu einem
zusammengesetzten Term)
Ox*:si0y": s fi(x5)=f, )0 x*;=y" furadleie {1,..,m}
(Konstruktorfunktionen sind injektiv)
Fur die Datenstruktur nat erhdt man beispielswelse:
Ox:nat 0 #succ(x) und [Ox,y succ(x) =succ(y) O x =y.

Fur die Datenstruktur list lauten die beiden Eindeutigkeitsaxiome::
Ou:natdv:list nil #cons(uv) und
Oyyv:lissOx,u:natcons(xy)=cons(uv) 0 x=uly=v.

Zusétzlich zu den die Datenstruktur festlegenden Mengen der Basiskonstanten und
Konstruktorfunktionen wird bei initialen Datenstrukturen zu jeder Argumentstelle i einer
Konstruktorfunktion f eine sogenannte Selektorfunktion gj eingeftihrt, mit deren Hilfe auf die
entsprechende Argumentstelle x; eines Terms f(X1...X;...Xp) zugegriffen werden kann. Das
heif}, es gilt gi(f(x1...Xj..-Xy)) = X;. Im Fall der natlrlichen Zahlen erhdlt man eine
Selektorfunktion pred : nat — nat mit der Eigenschaft pred(succ(x)) = x. Das heif¥, die Funktion
pred liefert intuitiv gerade den strukturellen VVorganger einer nattrlichen Zahl.



Fur die Konstruktorfunktion cons erhalt man zum einen eine Selektorfunktion gz list - nat, die
intuitiv gerade das erste Element einer Liste liefert, zum anderen die Selektorfunktion go: list —
list, dieintuitiv die Restliste ohne das erste Element liefert.

Das Induktionsschema fir nat 183 sich dann mit Hilfe des Selektors pred folgendermalien
formulieren:

{ Ox:nat [ x=succ(pred(x)) O P(pred(x))] O P(x) }
(1] x:nat P(x) .

Allgemein kénnen wir mit Hilfe der Selektoren das Induktionsschema fir eine Datenstruktur s
folgendermal3en umformulieren.

{ Ox:s (x=f1(g1(¥)") O P(g1,1(x)) A .. A P(g1,n)(X)))

A (X =fm(gm®)") O POm,1(X)) A ... A P(9m,n(m)(X)) )
0 P(x) }
(1] x:s P(x)

gi,1.-- Gi,n(i) bezeichnet digjenigen Selektorfunktionen aus i, deren Bildbereich gerade wieder
Sist.

3.2 Definition von Funktionen

Aufbauend auf den bereits definierten Datenstrukturen kénnen Funktionen axiomatisch
beschrieben werden, um anschlief3end Beweise tber deren Eigenschaften zu fuhren. Im
allgemeinen werden Funktionen durch Mengen von pradikatenl ogischen Formeln denctiert, die
die typischen Eigenschaften einer Funktion beschreiben. Man spricht in diesem Zusammenhang
von einer deklarativen Beschreibung einer Funktion. Dabei ist in der Regel diese Axioma-
tisierung nicht eindeutig: es gibt nicht die eine Funktion, die diese Axiome erfillt, sondern
meistens mehrere (oder im ungunstigsten Fall gar keine). Wollen wir z.B. Eigenschaften einer
Gruppe mit einer Funktion f nachweisen, so sind von dieser Funktion nur die Gruppen-
eigenschaften (z.B. Assoziativitét) bekannt. Ob f die Multiplikation oder die Addition denotiert,
spielt dabei keine Rolle, etwaige nachgewiesene Eigenschaften gelten fir beide Funktionen.

Dagegen werden im Induktionsbeweisen Funktionen meistens konstruktiv definiert. Dies
erfolgt durch Angabe eines Algorithmus, der auf den bereits vorhandenen Datenstrukturen
arbeitet und mit Hilfe von Fallunterscheidung, Rekursion und Komposition definiert ist. Der
Hintergrund fur diese Vorgehensweise liegt darin, dal3 - wie in der Einleitung bereits erlautert
wurde - in einer rekursiven Funktionsdefinition eine Konstruktionsvorschrift fir die zugrunde
liegende Datenstruktur versteckt ist. Eine solche Konstruktionsvorschrift kann némlich als
Induktionsschema interpretiert werden, mit dessen Hilfe Eigenschaften der definierten Funktion
bewiesen werden kdnnen. Induktion und Rekursion sind zwei verschiedene Ansichten einer
gemeinsamen Konstruktionsvorschrift. Wir werden spater auf diese Beziehung noch
zurtickkommen.



In der Einleitung wurde nach der Einfuhrung der Datenstruktur nat eine Menge bedingter
Gleichungen zur Definition der Addition zweier natiirlicher Zahlen angegeben, die wir mit Hilfe
von Selektoren folgendermal3en notieren kénnen:

Ox,y:nat x=00 (x+y)=y
X,y : nat x = succ(pred(x)) O (x +y) = succ(pred(x) +y)

Diese Menge spezifiziert einen Algorithmus, mit dessen Hilfe man zum Beispiel den Term
succ(0) + succ(0) “ausrechnen” kann:

succ(0) + succ(0) = succ(0 + succ(0)) = succ(succ(0))

Im allgemeinen erfolgt die Beschreibung eines Algorithmus fur eine Funktion f durch eine
Menge bedingter Gleichungen, den sogenannten Definitionsformeln von f. Diese haben die
Form O Xq,...,.X, C O (X1 ... Xp) =t, wobei man C die Bedingung und t den Ergebnisterm
der Definitionsformel nennt. In einer Definitionsformel von f treten ausschliefdich die formalen
Parameter Xx1,...,X,, Basiskonstante, Konstruktor- und Selektorfunktionen, bereits definierte
Funktionen und (bei Rekursion) die zu definierende Funktion f selbst auf. f tritt selbst aber
nicht in den Bedingungen C auf. Eine Funktion f nennt man dann rekursiv, wenn es
mindestens eine Definitionsformel von f gibt, in der f im Ergebnisterm auftritt.

Um sicherzustellen, dal3 durch eine Menge von bedingten Gleichungen tatséchlich ein auf alen
Eingabewerten definierter Algorithmus beschrieben wird, mussen die folgenden sogenannten
Zulass gkeitsbedingungen erfillt sein:

(1) Der Algorithmusterminiert auf allen moglichen Eingabewerten. (Terminierung)

(2) Fur jeden moglichen Eingabewert ist mindestens die Bedingung einer Definitions-
formel erfillt. (Vollsténdigkeit)

(3) Die Definition ist widerspruchsfrei, d.h. sind die Bedingungen mehrerer Definitions-
formeln erfillt, so spielt es keine Rolle, welche Definitionsformel zur Berechnung des
Ergebnisses herangezogen wird. (Eindeutigkeit)

Im Falle der obigen Definition von '+' ist die Terminierung durch die Eigenschaft der
Datenstruktur nat gesichert, dal3 jedes Objekt dieser Datenstruktur entweder gleich O ist oder
nach endlich vielen Anwendungen der Vorgangerfunktion pred zu O wird. Das heif, zur
Berechnung einer beliebigen Summe (x + y) zweier Objekte x und y aus nat sind nur endlich
viele rekursive Aufrufe nétig, um zum Basisfall zu gelangen. Die Vollstandigkeit und
Eindeutigkeit der Definition von '+ wird durch die Axiome von nat erzwungen.

Ein weiteres Beispiel fir eine zul&ssige Definition ist die folgende Beschreibung einer Funktion
"-', diedie Differenz zweier natlrlicher Zahlen berechnet:

Ox,y:nat y=00 x-y=x

Ox,y:na -y=0ax=00 x-y=0

Ox,y:na -y=0a-x=00 x-y=pred(x) - pred(y)

In den nachfolgenden Abschnitten wollen wir néher auf die Uberpriifung der oben genannten



Zulassigkeitsbedingungen (1) - (3) eingehen. Dazu nehmen wir an, dal3 die Menge von
bedingten Gleichungen, dief definiert, folgendermalien aussieht:

DX* C1D f(X*):tl’

(0)
Ox" C, O f(x')=t,

Aus Griuinden der Ubersichtlichkeit lassen wir hier und gelegentlich auch in den folgenden
Abschnitten die Sorten der Variablen weg.

3.2.1 Eindeutigkeit und Vollstandigkeit

Die Eindeutigkeit sichert je nach Blickwinkel die Widerspruchsfreiheit der Definition
beziehungsweise die Persistenz der zugrunde liegenden Datenstruktur. Nehmen wir an, wir
koénnten zum Beispiel eine Funktion f Gber nat fir eine Eingabe 0 sowohl zu 0 al's auch succ(0)
“auswerten”. Das heil3t, es gilt f(0) = 0 und f(0) = succ(0). Legt man die natirlichen Zahlen fir
nat zugrunde, ist f keine Funktion, da der Wert fir O nicht eindeutig definiert ist. Umgekehrt
|&3t sich aus der Definition von f ableiten, dal? 0 = succ(0) gilt. Die Definition von f identifiziert
also verschiedene Objekte unserer Datenstruktur nat, so dal’ die Persistenz nicht mehr gewahrt
ist (in unserer Axiomatisierung von nat wird die Axiomenmenge sogar widerspriichlich).

Die Eindeutigkeit kann dadurch erreicht werden, dal3 man sicherstellt, dal3 wann immer die
Bedingungen zweier Definitionsformeln einer Funktion vom Typ (O) gleichzeitig erfillt sind,
beide Ergebnisterme dieser Definitionsformeln dieselben Werte liefern. D.h. fur alei,j €
{1,....p} kann aus der Datenbasis die Formel [J x,....x, (G U C) O =1t abgeleitet
werden. Aus praktischen Griinden wird in vielen Systemen diese Forderung dahingehend
verschérft, dal3 fur alle mdglichen Eingabewerte hochstens eine Bedingung erfillt ist. D.h. fur
adlei,je {1, ..,p} ist bereits die Formel [ Xy,....xn = (Cj U Gj) ableitbar.

Um die Eindeutigkeit von + nachzuwei sen, muf3 zum Beispiel die Formel:
0 x: nat =~ (x =0 Ox = succ(pred(x)))

bewiesen werden, die unmittelbar aus den Axiomen fir die Datenstruktur nat folgt.

Die Vollsténdigkeit garantiert, dai3 fur alle moglichen Eingabewerte mindestens eine Bedingung
erfallt ist. D.h. es muld die Formel U xy,....xy Cy U ... 0 C, aus der bisher aufgebauten
Datenbasis ableitbar sein. Fur die Funktion + lautet diese Formel folgendermal3en:

O x: nat x =0 Ox = succ(pred(x)).

Fir die Uberprifung der Eindeutigkeit einer Funktion mit p Definitionsformeln sind somit
1/2 (p2 - p) Teilbeweise notig. Um diese Anzahl zu verringern, wird entweder das
Definitionsprinzip fur Funktionen dahingehend eingeschrénkt, dal? bereits syntaktisch die
Eindeutigkeit und Vollstandigkeit garantiert wird (vgl. if-then-else-Konstrukt bei [BM79] und
Definition by Cases [Aub79]), oder es werden effiziente Algorithmen eingesetzt, die sich
gegenseitig ausschlief3ende Bedingungen erkennen und so eine Klasseneinteilung der
Definitionsfalle der zu untersuchenden Funktion vornehmen, so dal} die anfallende



Uberprufung auf Vollstandigkeit und Eindeutigkeit nur relativ zu den einzelnen Klassen
erfolgen muf3.

Ein Klassifizierungsmerkmal ist das Vorhandensein bestimmter Bedingungsliterale, deren
Digjunktion tautologisch ist [Aub79]. Trivialerweise gilt [ x:nat = P(x) O P(x), so dafd sich
einerseits die Bedingungen der beiden Falle gegenseitig ausschlief3en (Eindeutigkeit).
Andererseits mufd somit fir jedes Objekt der Datenstruktur nat eines der beiden Literale erflllt
sein (Vollstandigkeit). Ein anderes Beispiel sind bei initialen Datenstrukturen Literale, die den
Aufbau eines Objektes beschreiben, wie z.B. x = 0 und x = succ(pred(x)).

Wir wollen dies kurz am Beispiel einer Definition des grofdten gemeinsamen Teller (ggt)
verdeutlichen:

Oxy:nat x=00 ggt(xy) =y (D)
Oxy:nat -~ x=0ay=00 ggt(xy) =x (2
Oxy:nat = Xx=0a-y=0a(x-y)=00 ggt(xy) =gat(x (y - X)) 3
Oxy:nat -x=0a-y=04a-(x-y)=00 gat(xy) = ggt((x - y) y) (4)

Die Bedingungen x = 0 und = x = 0 schlief3en sich gegenseitig aus und gleichzeitig ist fur
beliebiges x einer der beiden Falle erfillt. Somit lassen sich die Definitionsformeln des ggt in
zwei Klassen einteilen. Die erste Klasse bilden die Formeln, deren Bedingungen das Literal
x = 0 enthalten: {(1)}. Die zweite Klasse bilden die Formeln, deren Bedingungen das Literal
= X = 0 enthalten: {(2), (3), (4)}. Anaog verfahrt man mit den Literaleny = 0 und =y = 0,
um die zweite Klasse in die Unterklassen { (2)} und {(3), (4)} zu unterteilen. Zuletzt unterteilt
man die |etzte verbliebene Unterklasse mit mehr als einem Definitionsfall mit Hilfe der Literale
(x-y)=0und=(x-y)=0inzwe einelementige Klassen.

Naturlich ist nicht immer eine Klassifizierung in einelementige Klassen mdglich. In diesen
Fallen mul3 die Vollstandigkeit und die Eindeutigkeit innerhalb der Klassen durch das
Induktionssystem bewiesen werden.

3.2.2 Terminierung

In der Einleitung zu diesem Abschnitt erwdhnten wir, dal3 man statt an deklarativen an
konstruktiven Definitionen mittels Rekursion fir Funktionen interessiert ist. Der Hintergrund
liegt - wie gesagt - darin, dal3 in einer solchen Definition eine Konstruktionsvorschrift zur
Erzeugung der zugrunde liegenden Datenstruktur und somit ein Induktionsschema versteckt ist.

Betrachtet man zum Beispiel die obige Definition von +, so unterscheidet die Definition von +
den Basisfall x = 0 und den Rekursionsfall x = succ(pred(x)), wobei die Rekursion die
Berechnung des Funktionswertes fur x auf die Berechnung des Funktionswertes fir den
Vorganger pred(x) zurUckfihrt. Hat man bewiesen, dald die Definition von + auf allen
Eingabewerten terminiert, so weild man, dal3 sich jedes Objekt aus nat durch eine endliche
Anzahl von Anwendungen der Vorgangerfunktion pred auf O abbilden l&3t. Umgekehrt
rechtfertigt diese Beobachtung das Induktionsprinzip:



{ Ox:nat [x =succ(pred(x)) O P(pred(x))] O P(x)} [1IJ x:nat P(X) .

Dieses, aus der rekursiven Definition von + abgeleitete Prinzip ist aber nur deshalb korrekt,
weil der Algorithmus fir + auf allen Eingabewerten terminiert. Betrachtet man zum Beispiel die
Tautologie f(x) = f(x) als rekursive Definition fur eine Funktion f Gber nat, so terminiert f auf
keinem Eingabewert. Insbesondere kann mittels der in der Definition vorkommenden
“Rekursion” kein Objekt auf einen irgendwie gearteten Basisfall zurtickgefihrt werden. Aus der
Definition von f 183t sich kein Konstruktionsprinzip fir nat ableiten. Der Versuch, ein
Induktionsprinzip aus der Definition von f zu gewinnen, fuhrt zu einem vdllig falschen
Induktionsschema:

{ Oxnat P(x) O P(x)} [IJ x:nat P(X) .

Wie die obigen Beispiele zeigen, ist esin Induktionsbeweisen wichtig, eine Menge bedingter
Gleichungen als terminierenden Algorithmus interpretieren zu kénnen, um daraus neue
Induktionsschemata zu gewinnen. Leider ist aber im allgemeinen der Nachweis, daf3 ein
Algorithmus terminiert, unentscheidbar. Dies bedeutet, dal3 es prinzipiell kein Verfahren gibt,
das fur ale Algorithmen entscheiden kann, ob diese terminieren oder nicht. Dieses als
sogenanntes Halteproblem bekannt gewordene Phanomen wurde von Alan Turing im Jahre
1936 gezeigt. Der Nachwels der Terminierung ist sozusagen eine kreative Téatigkeit. Trotzdem
werden wir in den nachfolgenden Abschnitten Verfahren kennenlernen, mit deren Hilfe
zumindestens bestimmte Klassen von Algorithmen a's terminierend erkannt werden kénnen.

Fundierte Ordnungsrelationen

Das zentrale Hilfsmittel zur Untersuchung der Terminierung von Algorithmen ist der Begriff
der fundierten Ordnungsrelation. Hierbei handelt es sich um eine irreflexive und transitive
Relation < = sx s, die die Eigenschaft hat, dafd es keine unendliche Folge X, X1, Xo, ... vOn
Elementen aus s gibt, fur die X4+1 < X, flr alen = 0 gilt. D.h. es existiert beziiglich < keine
unendlich absteigende K ette von Objekten ...x5 < X1 < Xq. Eine dazu quivalente Forderung ist,
dal3 jede nicht-leere Teilmenge von s beziiglich < ein minimal es Element besitzt.

Die ubliche ,Kleiner-Relation auf nattirlichen Zahlen erflllt zum Beispiel diese Forderung, da
es keine unendliche Folge von natirlichen Zahlen gibt, derart, dal’ jede nachfolgende Zahl in
der Folge kleiner asihr Vorganger ist. Im Gegensatz dazu erfiillt eine ,Kleiner*-Relation < auf
ganzen Zahlen diese Forderung nicht, denn es gilt z.B.

Wm3<-2<-1<0.

Betrachten wir wieder die Konstruktionsvorschrift zur Erzeugung der Datenstruktur nat, wie
wir siein der Einleitung kennengelernt haben. Wir definieren fir nat eine Kleiner-Relation <pg
mit a <pzt b genau dann, wenn b aus a mit Hilfe der Konstruktorfunktion succ erzeugt wurde.
Es gilt dann zum Beispiel: 0 <pg succ(succ(0)) oder x <pg succ(x) fur ein beliebiges x aus nat.
Weil jedes Objekt aus nat durch eine endliche Anzahl von Anwendungen der
Konstruktorfunktion succ auf 0 entstanden ist, hat auch jedes Objekt aus nat nur endlich viele
Vorganger beziuglich <pg. Somit ist a'so <pa €ine fundierte Ordnungsrelation auf nat. Eine
solchermal3en konstruierte Ordnung <g lal3t sich fur alle induktiven Datenstrukturen s angeben,
wobei a <g b dann aussagt, dal3 b aus a mittels Anwendung der Konstruktorfunktionen



entstanden ist. <g nennt man dabei auch die strukturelle Ordnung von s; sie 183 sich unmittel bar
aus der Konstruktionsvorschrift fir s ablesen.

Offenbar drehen wir uns jetzt aber im Kreis. Um neue Induktionsprinzipien zu gewinnen,
suchen wir terminierende Algorithmen fur Funktionen. Um deren Terminierung aber
nachzuwei sen, bendtigen wir eine fundierte Ordnungsrelation, die wir letztlich wiederum aus
den vorhandenen Induktionsprinzipen ableiten. Prinzipiell Neues &3t sich also damit nicht
erwarten. Die Situation andert sich, wenn es uns gelingt, in diesen “Kreislauf” zusétzliches
Wissen in Form von fundierten Ordnungsrelationen einzuschleusen. Mit diesem Wissen
kénnen mehr Funktionen als terminierend erkannt werden, so daf3 dann wiederum mehr
Induktionsschemata zur Verfligung stehen.

Eine zentrale Rolle spielt dabei die sogenannte Anzahlordnung <cgnt (» Count-order” bei
[BM79]), die fur zwei Elemente q und r einer Datenstruktur s die Anzahl Count(q) bzw.
Count(r) der reflexiven Konstruktorfunktionen von s vergleicht. Damit gilt g <cgynt I 9enau
dann, wenn Count(q) <pat Count(r) gilt. Fur die Datenstruktur nat stimmt die Anzahlordnung
gerade mit der strukturellen Ordnung Uberein. Bei linearen Listen vergleicht die Anzahlordnung
die Lange der Listen. Dagegen vergleicht die strukturelle Ordnung <jjg die Listen selbst.
a <|jgt b bedeutet dann, dal3 a eine Restliste von b ist. Stellt man sich die Erzeugung aller
Objekte einer Datenstruktur s mit Hilfe einer Konstruktionsvorschrift as einen iterativen Prozef3
vor, so besagt g <cqunt I' Nichts anderes, als dal3 g in einem friheren Iterationsschritt als r
erzeugt wurde. Da jedes Objekt nach endlich vielen Iterationen gewonnen wird, ist <count
offensichtlich fundiert.

Man beachte dabei aber, dal3 Count nur dann eine Funktion ist, wenn der Definitionsbereich
eine initiale Datenstruktur s ist, das heif3t wenn jedes Objekt aus s auch einen eindeutigen
Namen hat. Betrachtet man zum Beispiel die nicht-initiale Datenstruktur set aus Abschnitt 3, so
ist der Wert der Anzahlfunktion fur {0} nicht eindeutig definiert, da {0} unendlich viele
verschiedene Darstellungen hat: ins(0 empty), ins(0 ins(0 empty)), ... Als Ausweg kdame hier in
Frage, als Wert der Anzahlfunktion stets die minimale Anzahl der benttigten Konstruktoren zu
nehmen. Im obigen Beispiel wéare dann der Wert von der Anzahlfunktion fir {0} eins.
Ungeachtet dessen wollen wir uns im weiteren aber stets auf initiale Datenstrukturen
beschranken.

Mit Hilfe dieser Anzahlordnung konnen wir fur viele Funktionen nachweisen, daf3 sie
terminieren. Insbesondereist sie eine Verallgemeinerung der strukturellen Ordnung. Allerdings
gibt es auch Funktionen, die nicht nach der Anzahlordnung terminieren. Betrachten wir dazu
die folgende Definition einer zweistelligen Funktion diff, die analog zur Funktion — die
Differenz zweler natirlichen Zahlen berechnet :

Oxy:na (y-x)=00 diff(xy)=0
Oxy:nat = (y-x)=00 diff(xy) = succ(diff(succ(x) y)) .
diff terminiert offensichtlich nicht nach der Anzahlordnung, da weder das erste noch das zweite

Argument im rekursiven Aufruf kleiner wird. Das erste Argument wachst stetig an, wahrend
das zweite gleich bleibt. Trotzdem terminiert diff fir beliebige Eingaben. Der Grund liegt darin,



dal3 die Differenz (y - x) zwischen beiden Parametern im rekursiven Aufruf bezlglich der
Anzahlordnung kleiner wird. Dies fiihrt zu der folgenden Uberlegung:

Mit der Anzahlordnung kénnen wir mit Hilfe einer sogenannten Mal3funktion m eine neue
Ordnungsrelation <, folgendermaRen definieren: Es gilt x* <, y* genau dann, wenn
m(x)”" <ng M(Y)" gilt. Man kann sich leicht davon Uberzeugen, daf3, unabhéngig von den
Eigenschaften von m, <y eine fundierte Ordnungsrelation ist. Dabei werden an die
Mal¥funktionen keinerlei besondere Bedingungen gestellt. Die obige Count-Funktion ist ein
Beispiel fur eine Mal¥unktion. Die obige Funktion diff terminiert gemal3 der Ordnung <_.

Eine weitere Mdglichkeit, neue fundierte Ordnungsrelationen zu erhalten, ist die
Berticksichtigung lexikographischer Ordnungen. Ein typisches Beispiel fur eine Funktion, die
nach einer lexikographischen Ordnung terminiert, ist die oben bereits erwdhnte Definition des

ggt:

Oxy:nat x=00 ggt(xy) =y ()
Oxy:na -~x=0ay=00 ggt(xy) =x 2
Oxy:nat - Xx=0A-y=0a(x-y)=00 ggt(xy) =ggt(x (Y - X)) 3
Oxy:nat ~x=0a-y=0a-(x-y)=00 ggt(xy) =gat((x -y) y) (4)

In dem Definitionsfall (3) bleibt das erste Argument im rekursiven Aufruf unverandert,
wéhrend das zweite Argument beziglich <ng kleiner wird. Im Definitionsfall (4) dreht sich die
Situation gerade um: Das erste Argument wird kleiner, das zweite bleibt unveréndert.

Definiert man im allgemeinen eine Relation <* durch

(x1%2) <" (Y1Y2) 1= (X1 <x2) v ((X1=X%2) A (Y1<Y2)),
S0 ist mit < auch <* eine fundierte Ordnungsrelation. In unserem Beispiel terminiert ggt also
nach der fundierten Ordnungsrelation <pg".

Das Finden einer geeigneten Ordnungsrelation - und damit einer geeigneten Mal¥funktion m -
fir den Nachweis der Terminierung eines Algorithmus kann in manchen Féllen auRRerst
schwierig sein, wie das folgende Beispiel von McCarthy [Man74] zeigt:

X : nat Lt(x 101) O f(x) =f(f(x + 1)),

X : nat -Lt(x 101) O f(x) = (x - 10)

wobei aus Platzgrinden 10, 11 und 101 Abktrzungen fur die entsprechenden Objekte der
Datenstruktur nat seien. Die Funktion f terminiert immer, und zwar mit den Werten

[ x-10 firx>100
f(x) =4
L 91 sonst.
Wie man sich leicht an folgender Beispielsequenz f(99) = f(f(110)) = f(100) = f(f(111)) =
f(101) = 91 Uberzeugen kann, helfen die gangigen Ordnungsrelationen beim Nachweis der
Terminierung Uberhaupt nicht.



Automatisierung des Terminierungsbeweises

Mit Hilfe der Anzahlordnung und entsprechenden Maf3funktionen stehen uns verschiedene
fundierte Ordnungsrelationen zur Verfigung, die wir zum Nachweis der Terminierung einer
Funktion f verwenden kdnnen.

Nehmen wir an, unser Induktionsbewel ssystem mdchte die Terminierung einer Definition fr
eine Funktion f nachweisen, wobei diese aus einer Menge bedingter Gleichungen der Form
O Xq,.--Xp Gi O f(Xq ... Xp) =t (fUr 1<i<p) bestehe. Als erstes benttigen wir eine geeignete
Mal¥funktion m (und daraus resultierend eine fundierte Ordnungsrelation <), gemal’ derer die
Terminierung gezeigt werden soll. Als ndchstes wahlt man eine geeignete Teilmenge der
Argumentpositionen Ki ... kj, die sogenannten Rekursionspositionen aus, die bei dem
Nachweis der Terminierung Uberhaupt betrachtet werden soll. Bezuglich dieser Rekursions-
positionen mul3 jeder rekursive Aufruf von f beziiglich < kleiner werden. Formal muf3 also fir
jeden rekursiven Aufruf f(gq ... gn) in einem Ergebnisterm t; gezeigt werden, dafd dessen
Parameter Qky ... gkj in den Rekursionspositionen bezuglich <m kleiner as die
korrespondierenden formalen Parameter X ... Xkj unter der entsprechenden Bedingung Ci
sind. Die zu beweisende sogenannte Ter minierungshypothese hat somit die Form:

O Xg,o0Xn G O m(Gkg - Okj) <nat M(Xkg - Xk;j)

Wahlt man fur die Definition von + zum Beispiel die Anzahlfunktion als Mal¥funktion und das
erste Argument als einzige Rekursionsposition, so muf3 zum Nachweis der Terminierung die
folgende Formel bewiesen werden:

O x: nat x =succ(pred(x)) O pred(x) <pa X.2

Sie besagt, dal3 unter der Bedingung x = succ(pred(x)) des rekursiven Definitionsfalles der
aktuelle Parameter pred(x) im rekursiven Aufruf beziiglich der Anzahlordnung kleiner als der
formale Parameter x ist. Da aber definitionsgemald y <ng succ(y) fur alley - also auch fir
pred(x) - gilt, kann diese Formel leicht bewiesen werden.

Fur die Automatisierung dieses Nachweises treten allerdings die folgenden Probleme auf. Wie
kann man erkennen, welche Mal¥funktion fir den Nachweis der Terminierung einer Funktion
geeignet ist? Wie ermittelt man die geeigneten Rekursionspositionen? Wie zeigt man die
Terminierungshypothesen, das heil3t, dal? jeder rekursive Aufruf bezlglich dieser Ordnung
kleiner wird? Es gibt dafur verschiedene Ansétze, die hier kurz skizziert werden sollen.

Im ersten Ansatz [BM79] werden die Terminierungshypothesen in Pré&dikatenlogik erster Stufe
formuliert und es wird versucht, diese mit Hilfe des Induktionsbeweissystems aus den
vorhandenen Axiomen abzuleiten. Voraussetzung hierfir ist, dald die nattirlichen Zahlen nat, die
Ordnungsrelation <pg sowie die Anzahlfunktion hinreichend axiomatisiert sind. Dement-
sprechend sind bei [BM79] die Datenstruktur nat sowie die Relation <pg bereits vordefiniert.
Die Axiome fur die Anzahlfunktion werden fir jeden neuen Datentyp automatisch erzeugt. Als

2 Man beachte hierbei, da? Count auf der Datenstruktur nat die Identitat darstellt und daher in dieser
Terminierungshypothese nicht explizit auftritt.



Mal¥funktion m kommt theoretisch - neben der Anzahlfunktion - jede bereits im System
definierte Funktion in Frage. Praktisch erfolgt die Auswahl eines geeigneten m bei [BM79] an
Hand des V orwissens des Systems. Der Benutzer kann Lemmata der Form

Uygeyn D O mry ... 1) <pgMlyg .- Yj,

waobei 1 beliebige Terme Uber den Variablen y,,...,y, sind, explizit als , Induktionslemma’
kennzeichnen und vom Induktionssystem beweisen lassen. Nur wenn eine Funktion m in
einem solchen Induktionslemma auftritt, kann sie als Mal¥funktion fir den Nachweis der
Terminierung herangezogen werden. Ein geeignetes Induktionslemma - und damit auch eine
geeignete Mal¥funktion m - wird fur eine Funktion f folgendermal3en ausgewahlt. Man sucht
zum einen nach einer Mal3funktion m, fur die ein oder mehrere Induktionslemmata in der
Datenbasis vorhanden sind, und zum anderen nach einer Teilmenge kj ... kj der
Argumentpositionen von f. Fur jeden rekursiven Aufruf f(qgq,...,d,) muf’ es dann ein
Induktionslemma geben, das garantiert, daf3 die aktuellen Parameter in dem rekursiven Aufruf
beziiglich den Rekursionspositionen kleiner sind als die formalen Parameter.

Kehren wir zu unserem Beispiel der Definition einer Funktion diff zurtick.
Oxy:na (y-x)=00 diff(xy)=0
Oxy:nat - (y-x)=00 diff(xy) = succ(diff(succ(x) y))

Gibt esin der Datenbasis ein Induktionslemma der Form

Ouv:na = (u-v)=0 0O (u-succ(v)) <pa (U-V),

dann kann damit die Terminierung der Funktion diff mit den Rekursionspositionen (2, 1)
bewiesen werden. Denn fir u =y und v = x gilt unter der Bedingung - (y - X), dal3y - succ(x)
bezlglich <ng kleiner alsy - x ist.

Im zweiten Ansatz [Wal90] wird die Terminierung der Funktionen nicht im Induktionssystem,
sondern in einem speziellen Kalkil nachgewiesen. Jede Definition einer n-stelligen Funktion f
wird in einem Spezialverfahren daraufhin untersucht, welche Argumente i die Eigenschaft
besitzen, dal} stets f(X1 ... Xn) <count Xi gilt. Funktionen, die diese Eigenschaft fir ein
Argument i besitzen, nennt man im i-ten Argument beschrankt. Findet das Induktionssystem
heraus, daf3 eine Funktion f im i-ten Argument beschrankt ist, wird implizit ein sogenanntes
Differenzpradikat Asj konstruktiv definiert, das angibt, unter welchen Bedingungen sogar
f(X1 ... Xn) <count Xi gilt. D.h. es wird implizit das Induktionslemma

O Xq1,...:Xp Afi (Xq ... Xp) O f(X1 ... Xn) <count Xi -
erzeugt.

Die Funktion pred ist zum Beispiel auf dem ersten Argument beschrénkt. Das zugehorige
Pradikat Apred,1 ist als Apred,1 (X) = =X =0 definiert.

Angenommen, man mochte nun nachweisen, dal3 f(g(X)) <count X unter einer Bedingung C
gilt. Weil3 man, dal3 f und g auf dem ersten Argument beschrénkt sind, so gilt nach
Voraussetzung bereits f(g(x)) <count 9(X) und g(X) <count X. Um zu zeigen, dal? f(g(x)) echt
kleiner als x ist, mul3 entweder f(g(x)) <count 9(X) oder g(X) <count X gelten. Mit Hilfe der



Differenzprédikate fur f und g kann dafir eine hinreichende (und notwendige) Bedingung
formuliert werden:

Ox CO Aga (X) v A1 (9(x))
Der Nachweis der Formel sichert dann die Eigenschaft f(g(x)) <count X unter der Bedingung C.

Mit Hilfe dieses Verfahrens |al3t sich sehr einfach und schnell Uberprifen, ob ein aktueller
Parameter tj in einem rekursiven Aufruf von f bezliglich der Anzahlordnung kleiner oder gleich
seinem korrespondierenden formalen Parameter X ist. Aus dem Vergleich aller aktuellen
Parameter in den rekursiven Aufrufen mit den entsprechenden formalen Parametern erhdt man
eine Auswahl geeigneter Rekursionsparameter, fir die dann explizit untersucht wird, inwieweit
unter den gegebenen Bedingungen die aktuellen Parameter in den rekursiven Aufrufen echt
kleiner als die formalen sind.

4 Nachweis von Funktionseigenschaften (Lemmata)

Der vorangegangene Abschnitt beschéftigte sich mit dem Aufbau einer Datenbasis. Mit Hilfe
eines Definitionsprinzips kénnen Datenstrukturen eingefligt werden. Basierend auf diesen
Datenstrukturen konnen mit Hilfe von bedingten Gleichungen Algorithmen spezifiziert werden,
die bestimmte Funktionen berechnen. Dieser Abschnitt beschéftigt sich nun mit dem Beweis
von Eigenschaften dieser Funktionen, die in Form sogenannter Lemmata formuliert werden.
Einen breiten Raum nimmt dabel die Einbettung der Induktion in einen automatischen Beweiser
ein.

4.1 Verwendung der Induktionsschemata

In der Einleitung zu diesem Kapitel haben wir festgestellt, dal3 die Induktionsaxiome, die wir
zur eindeutigen Charakterisierung von bestimmten Datentypen benétigen, nicht in der
Pradikatenlogik erster Stufe formulierbar sind. Als Ersatz fuhrten wir das Induktionsschema
ein, das bel Bedarf mit einer Formel instantiiert als zusétzliches Axiom in die Datenbasis
aufgenommen wird. FUr die Datenstruktur nat lautet dieses Induktionsschema (mit Selektoren)
zum Beispid:
{ Ox:nat [ x =succ(pred(x)) O P(pred(x))] O P(x)} I x:nat P(X),
wobei P fur eine beliebige Formel mit einer freien Variablen x steht.
Soll zum Beispiel die Assoziativitét der Funktion + mit Hilfe dieses Induktionsschemas gezeigt

werden, so setzt man P(x) := 0 y,z:nat X + (y + z) = (x +y) + z und erhélt damit die folgende
Implikation als Instanz des obigen Induktionsschemas:

{Ox:nat [ x =succ(pred(x)) OO y,znat pred(x) + (y + z) = (pred(x) +y) + z]
(1 y,zna x+(y+z2)=(x+y)+z}
O OxnatOy,znat x+(y+z)=(X+y)+z

Um also die Assoziativitdt von + zu zeigen, reicht es somit, die Pramisse der instantiierten



Induktionsschemas zu zeigen. Wir spalten diesen Nachweisin zwei Félle auf:

Fir den Fall x = 0, den sogenannten Induktionsanfang, erhélt man das Unterproblem
Oy,znat 0+(y+2)=(0+y) +z,

dasleicht mit Hilfe der ersten Definitionsformel von + gezeigt werden kann.

Im Fall x = succ(pred(x)), dem sogenannten Induktionsschritt, steht uns zum Beweis des
Induktionsschlusses

Oy,zna x+(y+z)=X+y)+z

eine Induktionshypothese
Oy,z:nat pred(x) + (y +2) = (pred(x) +y) +z

zur Verflgung. Fur den Beweis missen wir die zwel Terme x + (y + z) und (X + y) + zZ mit
Hilfe der vorhanden Axiome angleichen. Verwendet man die Definition von +, so lassen sich
beide Terme unter Verwendung der Induktionshypothese identifizieren. Somit hat man die
Pramisse des instantiierten Induktionsschemas gezeigt und folgert damit die Conclusio, d.h. die
Assoziativitét von +.

Ein etwas komplizierteres Beispidl ist der Nachweis der Kommutativitét des ggt. Wenden wir
hier das obige Induktionsschema an, so unterteilen wir den Nachweis der Préamisse wieder in
mehrere Fdle.

Fur den Fall x = 0 missen wir die Formel
O y:nat ggt(0, y) = ggt(y, 0)
und im Fall x = succ(pred(x)) die Formel
O x:nat [ x = succ(pred(x)) U ggt(pred(x), y) = ggt(y, pred(x)) ]
0 gat(x, y) = ggt(y, x)

zeigen. Wéhrend der Fall x = 0 mit Hilfe der Definition des ggt einfach zu beweisen ist, kann
der Fall x = succ(pred(x)) aus den vorhandenen Axiomen nicht abgeleitet werden (zumindest
nicht ohne weitere Induktion). Die Ursache liegt darin, dal3 wir den Wert ggt(x, y) nicht in
Termini des Werts ggt(pred(x), y) ausdriicken und damit die Induktionshypothese nicht
anwenden koénnen. Die Rekursion des ggt ist mit dem obigen Induktionsschema nicht
vertraglich. Dies ist nicht weiter verwunderlich, da wir die Mdéglichkeit, Funktionen zu
definieren, erweitert haben. Funktionsdefinitionen, deren Rekursion nicht dem in der Einleitung
vorgestellten Konstruktionsprinzip genigt, sind explizit zugelassen, um aus diesen Definitionen
neue Induktionsschemata zu gewinnen.

4.1.1 Erzeugung von Induktionsschemata

Im folgenden werden wir uns also damit beschéftigen, wie man aus der rekursiven Definition
einer Funktion ein Induktionsschema extrahiert. Zentrales Hilfsmittel ist auch diesmal wieder
der Begriff der fundierten Ordnungsrelation.



Grundlage fur unsere Vorgehensweise ist die in der Algebra bekannte noether sche Induktion
[Coh65] :

Ist <= sx seine fundierte Ordnungsrelation, so gilt:
*) [Oxs(Oysy<xUO Py)) O Px)] O Ox:sP(Xx).

Das heifdt, um zu zeigen, dal3 eine Formel P(x) fur ale x aus s gilt, reicht es aus zu zeigen, dal3
sie fUr ein beliebiges x aus s gilt, wenn vorausgesetzt wird, dal3 P(y) fur ale bezlglich <
kleineren y aus s gilt (Induktionsschritt). Da es fir jedes minimale Element ¢ aus s bezliglich <
kein kleineres Element gibt und somit [ y:s y <c [0 P(y) trivialerweise gilt, ist in diesen
Fallen der Beweis von P(c) wirklich zu erbringen (Induktionsanfang).

Mit Hilfe dieses Induktionsprinzips ist es also méglich, anstatt der Conclusio der Formel (*)
O x:s P(x) ihre Hypothese O x:s (O y:s y<x O P(y)) O P(x) zu beweisen. Dabei ist die
Wahl einer geeigneten fundierten Ordnungsrelation < fir das Finden eines Beweises per
Induktion in gleicher Weise ausschlaggebend wie beim Nachweis der Terminierung eines
Algorithmus. Dies liegt an der schon mehrmals erwahnten engen Beziehung zwischen
Induktion und Rekursion. Betrachtet man einen typischen Beweisgang fir eine
Induktionsformel der Form:

Ox:s (Oy:s y<xO P)) O P(X),

so wird mit Hilfe der Definitionen fur die in P vorkommenden Funktionen und Prédikate die
Eigenschaft, dal3 P fur x gilt, auf die Eigenschaft zurtickgefuhrt, da3 P fur ein y gilt, das
bezlglich < kleiner as x ist. Es liegt daher nahe, fur die Auswahl einer geeigneten fundierten
Ordnungsrelation < zur Generierung einer Induktionsformel auf die Ordnungsrelationen
zurickzugreifen, die bei Analyse der Terminierung der verschiedenen in der Formel
vorkommenden Funktionen verwendet wurden. In den Féllen, in denen die in der Formel
vorkommenden Funktionen nach derselben Ordnungsrelation < terminieren, wird man daher
diese Ordnungsrelation < auch zur Formulierung der Induktionsformel verwenden.

Fir den Beweis der Kommutativitat des ggt greifen wir daher auf die lexikographische
Ordnung <ng" zurtick, die wir fir den Nachweis der Terminierung des ggt verwendet haben,
und formulieren damit eine Instanz des Noetherschen Induktionsprinzips:

Ox,ynat { (Ouv:nat (u,Vv)<pa" (X,y) O ggt(u, v) = ggt(v, u))
O gat(x, y) = gat(y, X) }
O O xy:nat ggt(x, y) = ggt(y, x)
Wir scheinen am Ziel angekommen zu sein: Mit Hilfe der fundierten Ordnungsrelation, nach der
der ggt terminiert, erhielten wir ein neues Induktionsschema, das wir zum Beweis von Sétzen
Uber den ggt verwenden konnen. Die Kommutativitét des ggt 183t sich zum Beispiel mit Hilfe

des obigen Induktionsschemas ohne weitere Induktion zeigen. Leider erweist sich aber dieses
Schema aus mehreren Griinden in der Praxis as ungeeignet.

Ein Grund dafir ist, da die fundierte Ordnungsrelation <ng* explizit in der erzeugten Formel
auftritt. Um die Induktionshypothese anwenden zu kénnen, missen wir die Eigenschaften von
<nat kennen. Dies bedeutet, daR <4~ hinreichend genau in unserer Datenbasis axiomatisiert



sein muR. Ob aber <pg" in der Datenbasis definiert ist, hangt von dem verwendeten Verfahren
zum Nachweis der Terminierung von Funktionen ab. Zum Beispiel benttigt das Verfahren von
[Wal90] keine explizite Axiomatisierung der fundierten Ordnungsrel ationen.

Aber angenommen, wir hétten wiein [BM79] die fundierte Ordnungsrelation explizit in unserer
Datenbasis definiert und wollten die obige Aussage beweisen. Dann mufdten wir den Term
ggt(x, y) mit Hilfe der Datenbasis und der Induktionshypothese

Ouv:nat (U, V) <nat™ (X,y) O ggt(u, v) = ggt(v, u)
zu dem Term ggt(y x) umformen. Analog zu der Definition des ggt unterscheiden wir vier
verschiedene Félle:

() x=0,

(2)-x=0ay=0,

(3 -x=0a-y=0a(X-y)=0und

(4 ~x=0Aa-y=0a-(x-y)=0.
Betrachten wir zum Beispiel den dritten Fall: Nach Anwendung der Definition des ggt erhalten
wir aus dem Term ggt(x, y) den Term ggt(x, (y - X)). Der nachste Schritt wéare jetzt die
Anwendung der Induktionshypothese auf diesen Term. Dazu miif3ten wir aber nachweisen, dal3
unter den gegebenen Voraussetzungen (X, (Y - X)) <nat. (X, Y) gilt. Implizit haben wir dies
bereits bei dem Nachweis der Terminierung des ggt gezeigt; die fundierte Ordnungsrelation
<pat' Wurde ja gerade fur diesen Nachweis verwendet. Explizit miissen wir dies in unserem

Kalkul aber nochmals (mit Hilfe der Induktionslemmata) aus den Axiomen ableiten, um die
I nduktionshypothese verwenden zu kénnen.

Diese Grunde fuhren dazu, dal3 man fir die Automatisierung der vollstandigen Induktion das

Noethersche Induktionsprinzip abwandelt. Man mdchte, dafd die dem Induktionsprinzip

zugrunde liegende Ordnungsrel ation nicht mehr explizit in dem Induktionsschema erscheint.

In dem obigen Beispiel méchte man im dritten Fall nicht die,, abstrakte® 1nduktionshypothese
Ouv:nat (U, V) <nat™ (X, ¥) O ggt(u, v) = ggt(v, u)

sondern die benétigten , konkreten® Instanzen verwenden. Im obigen Beispiel ist dies also
insbesondere die Tellformel

gat(x, (y - x)) = gat((y - ), X) .
Betrachtet man sich aso das noethersche Induktionsprinzip
[Oxs (Oysy<xUOPy)) O Px)] O Ox:sP(x),

dann soll zum Beweis von P(x) in der Prémisse nicht mehr verlangt werden, dal3 P(y) bereits
far alle y gilt, die beziiglich der fundierten Ordnungsrelation < kleiner sind. Statt dessen setzten
wir nur noch voraus, dal3 P(y) fur bestimmte y gilt, die beztiglich < kleiner sind. Die Auswahl
dieser ,,geeigneten” y erfolgt mit Hilfe der Definitionsformeln, zu deren Terminierungsnachwels
die Ordnung < verwendet wurde.

Kehren wir zum Beispiel des ggt zurtick. In den Definitionsformeln des ggt gibt esim dritten



und vierten Fall jeweils einen rekursiven Aufruf. Da wir bezuglich der fundierten
Ordnungsrelation <pg* nachgewiesen haben, da3 der ggt terminiert, sind die aktuellen
Parameter in den rekursiven Aufrufen unter den jeweiligen Bedingungen beztiglich <™ kleiner
alsdieformaen Parameter. Es gilt aso:

Oxy:na -x=0a-y=0a(x-y)=00 (X, (y-X)) <nat x,y) und
Oxy:na ~x=0a-y=0a-(x-y)=00 ((X-y),Y) <nat™ (X, ).
Fir die beiden anderen Félle der Definition des ggt kennen wir keine Vorgéanger beziiglich

<nat -
Diese Informationen Uber <ng" werden wir verwenden, um das obige Induktionsschema fr
den Beweis der Kommutativitéat des ggt abzuéndern. Die Pramisse des neuen Induktions-

schemas lautet somit:
Oxymnat {(=x=0a-y=0a(x-y)=00 ggt(x, (y - X)) = ggt((y - X), X))
A(Xx=0a-y=0a=(x-y)=00 gat((x-y), y) =ggt(y, (x-))) }
O gat(x, y) = ggt(y, x) }

Wie sieht nun unser konkretisiertes I nduktionsschemaim allgemeinen fir eine Definition einer
Funktion f aus ? Wenn wir die Terminierung von f gemal3 dem vorherigen Abschnitt bewiesen
haben, dann gibt es zu dieser Funktion eine fundierte Ordnungsrelation < bezliglich derer die
rekursiven Aufrufe von f kleiner werden. Hat f also die formalen Parameter X1 ... Xp und die
Rekursionspositionen ki ... kj, so wissen wir fir jeden rekursiven Aufruf f(qy ... gn) in einem
Definitionsfall mit einer Bedingung C, dal3

O XgpeeeXn C© O (O s Okj) < (Xkgs o Xkj)
gilt. Sammeln wir diese Information fur alle rekursiven Aufrufe auf, so erhalten wir eine Menge
von Paaren (C, (g1 --- qkj)), fUr die die obige Formel gilt. Diese Menge beschreibt einzelne
Vorganger von X ... Xkj bezuglich der Relation <. Man nennt sie daher eine Vorgéanger menge
von < bezlglich des Variablentupels Xk ... Xk; -

Haben wir eine solche Vorgangermenge {(C1, d1*) ... (Cn, gn*)} beziglich eines
Variablentupels x* gegeben, so kdnnen wir somit das Noethersche Induktionsprinzip

[Ox":s" (Oy":s* y'<x"0O Py")) O PX)] O Ox":s" P(x")
zu dem konkreten Induktionsschema

[Ox"s" [{C1 O Pg")a ... aCh O P(gn™ )} O P(x)] O Ox":s" PKXY),

umformen. In diesem Schematritt jetzt die fundierte Ordnungsrelation < nicht mehr explizit auf.
Es zeigt sich, dal3 wir zur Erzeugung dieses Induktionsschemas die Ordnungsrelation < nicht zu
kennen brauchen. Es reicht aus, da3 wir wissen, dal} die verwendete Liste eine
Vorgéangermenge von irgendeiner fundierten Ordnungsrelation < ist.

Betrachten wir als abschlieffendes Beispiel die bereits definierte Funktion diff. Aus ihrer
Definition erh@lt man die einelementige Vorgangermenge { (- (y - X) =0, (succ(x), y)) }
beziglich des Variablentupels (x, y). Diese aus der Definition von diff gewonnene
Vorgangermenge erzeugt das folgende Induktionsschema:



Oxy:na [{-(y-x)=0 0O P(succ(x),y)} O Px,y)] O Oxy:natP(x,Yy).

4.1.2 Auswahl eines Induktionsschemas

Wir sind jetzt in der Lage, fur jede als terminierend nachgewiesene Funktionsdefinition ein
eigenes Induktionsschema zu erzeugen. Somit stehen uns fir den induktiven Beweis eines
Satzes in der Regel mehrere verschiedene Induktionsschemata zur Verfigung. Konnten wir
bisher schon wahlen, Gber welche Variablen wir induzieren méchten, so konnen wir jetzt
zusétzlich auch noch das Induktionsschema bestimmen. Wie aber erkennt ein automatischer
Beweiser, welche Variablen und welches Schema fir eine Formel am geeignetsten sind?

Die Antwort liefert uns - wie so oft - der enge Zusammenhang zwischen der Rekursion und der
Induktion. Die Idee ist, dal3 mit Hilfe der rekursiven Definitionsfélle der in der Formel
auftretenden Funktionen der Induktionsschlufd auf die Induktionshypothese zurtickgefihrt
werden soll. Da dazu Rekursionsordnung und Induktionsordnung méglichst Gbereinstimmen
sollten, bestimmt sich die Induktionsordnung nach den Rekursionsordnungen der in der Formel
auftretenden Funktionen.

Nehmen wir an, in der Formel tritt ein Term der Form f(t1 ... t,) auf, wobel f rekursiv
definiert sei. Stehen in diesem Term an den Rekursionspositionen kj ... kj von f paarweise
verschiedene Variablen, so kdnnen wir die zum Nachweis der Terminierung von f verwandte
fundierte Ordnungsrelation < bzw. die korrespondierende V organgermenge von < beziiglich
(tky .- tkj) zur geeigneten Instantiierung eines Induktionsschemas verwenden. Da die
Vorgangermenge sich gerade aus den rekursiven Aufrufen von f in den Definitionsfallen
bestimmt, kénnen wir den Term f(ty ... tn) unter Verwendung der Funktionsdefinition von f
zu einem Term umformen, der in den Rekursionspositionen schon mit dem korrespondierenden
Term in der Induktionshypothese tbereinstimmt. Somit ist uns mit der Anwendung der
Funktionsdefinition bereits ein wichtiger Schritt bei der Rickfuhrung des Induktionsschlusses
auf die Induktionshypothese gelungen.

Im allgemeinen kénnen in einer Formel mehrere Terme auftreten, die die obige Bedingung
erfillen. Es gilt dann, aus den verschiedenen vorgeschlagenen Induktionsschemata ein
geeignetes auszuwdahlen oder mit Hilfe bestimmter Verfahren aus den verschiedenen
Induktionsschemata ein gemeinsames zu erzeugen. Beispiele sind hier die Subsumption oder
das Verschmelzen verschiedener Induktionsschemata wie sie in [BM79] ausfuhrlich
beschrieben sind. Wir werden an dieser Stelle nicht ndher auf diese Techniken eingehen und
nur eine kurze Bemerkung dazu geben.

Die Erzeugung eines Induktionsschemas aus mehreren I nduktionsschemata erfordert, dal3 die
Vorgangermenge einer Relation < moglichst einfach denotiert wird. Fir ein Paar (C, q) aus der
V organgermenge bedeutet dies zum Beispiel, dal3 die Bedingung C soweit wie moglich zu einer
Bedingung C' abzuschwachen ist, ohne aber die zugrundeliegende fundierte Ordnungsrelation
<in Frage zu stellen.



4.1.3 Induktion Uber beliebige Terme

Betrachten wir das oben eingefihrte Induktionsprinzip, so fallt auf, daf3 wir bisher - um ein
Induktionsschema zu instantiieren - eine V organgermenge beztiglich eines Variablentupels x*
nur auf eine Formel der Form O x* P(x*) anwenden konnen. Dies bedeutet, dal das
Variablentupel mit einem Telil der alquantifizierten Variablen in der Formel tibereinstimmen
muf3. Soweit beide Variablenlisten sich nur in den Variablennamen unterscheiden, kdnnen wir
diese Forderung durch Umbenennung der Variablen in der Formel erfillen. Schwieriger ist die
Einschrankung, dal3 wir nur Gber paarweise verschiedene Variablen induzieren kdnnen

Was passiert aber, wenn die Elemente des Variablentupels nicht als Argumente rekursiver
Funktionen auftreten? Diese Frage soll unsim Weiteren beschéftigen.

Ein Belspid dafir ist die folgende Aussage:
O x,y : nat = ggt(succ(x), succ(y)) =0

Induziert man zum Beispiel geméal3 dem vom ggt vorgeschlagenen Induktionsschemaauf x und
Yy, so schldgt der Bewelisversuch fehl. Der Grund liegt darin, dal3 man sich der Rekursion des
ggt bedienen mdchte, um den Induktionsschluf? auf die Induktionshypothese zurtickzuf Uhren.
Die Rekursion setzt aber in dieser Formel an einer anderen Stelle a's die Induktion an.

Wahrend die Rekursion die Argumente des ggt im Term ggt(succ(x) succ(y)) verandert und in
einem Fall den Term

gat((succ(x) - succ(y)), succ(y))

liefert, wird die Induktionshypothese auf Variablen, d.h. hier auf bestimmten Untertermen der
Argumente des ggt, formuliert. Der entsprechende Term in der Induktionshypothese lautet in
dem obigen Fall

ggt(succ(x-y), succ(y))

Beide Terme stimmen somit nicht Uberein, womit die Induktionshypothese fir den Beweis
nicht verwendet werden kann. Eine @nliche Beobachtung macht man bei Verwendung des
strukturellen Induktionsschemas.

Die Losung wére ein Induktionsschema, das analog zur Rekursion des ggt ebenfalls direkt an
den Argumenten des ggt angreift. Das heifdt aber, dal3 man nicht tber den Wert von x und y
sondern Uber den Wert von succ(x) und succ(y) induzieren muf3. Um dies zu erreichen,
bedienen wir uns desselben Tricks wie beim Nachweis der Terminierung von Funktionen. st
< eine fundierte Ordnungsrelation, so 183 sich mit Hilfe einer beliebigen Funktion m eine neue
fundierte Ordnungsrelation <y mit X" <my”* : = m(x)* <m(y)* definieren. Formulieren wir
das noethersche Induktionsprinzip fir eine solche fundierte Ordnungsrelation <p,, und
verwenden dabei die urspringliche Relation < und die Mal3funktion m, so erhalten wir das
folgende Schema:

[Ox"s" (Oy":s'my) <m(x)" 0 P(y")) O Px*)] O Ox":s" P(x")

Wie in dem vorangegangenen Abschnitt mochte man aber, dal? die fundierte Ordnungsrelation <



in dem Induktionsschema nicht explizit auftritt. Mit Hilfe einer VVorgangermenge von < werden
sie aus dem Induktionsschema eliminiert.

Sei {(Cq, 01*) ... (Cn, dn*)} €ine Vorgangermenge von < beziiglich eines Variablentupels u”,
so ist i fur jedes 1<i<n unter der Bedingung C; ein Vorganger von u* beziiglich < .
Instantiiert man u* durch m(x)*, soist g [u" — m(x)*] unter der Bedingung C; [u" — m(x)*]
ein Vorganger von m(x)”" bezuiglich <. Das heif3t, unter der Voraussetzung da3 m(y)* gerade
den Wert g [u* — m(x)*] annimmt, ist y* ein Vorganger von x* beziiglich der fundierten
Ordnungsrelation <pm,.

Wir konnen also die Induktionshypothese [0 y*:s* m(y)* < m(x)* O P(y") in dem Noether-
schen Induktionsprinzip mit Hilfe der V orgéngermenge fol gendermal3en abandern:

Oyst Calu" =m(x)*] 4 m(y") =an” [u"=m(x)"] O P(y")

A LA

Oy™st Cplu =m(x)*] 2 m(y) =an”" [U" =m(x)'] O P(y").
Nach dieser etwas muhevollen Herleitung sind wir am Ziel. Mit Hilfe des obigen
Induktionsprinzips kdnnen wir jetzt Uber den Wert eines ,, beliebigen” Termesinduzieren.

Kommen wir also wieder auf unser Beispiel des ggt zurtick. Damit Induktion und Rekursion an
der gleichen Stellein der Formel ansetzen, mdchten wir Gber den Wert der Argumente succ(X)
und succ(y) induzieren. m(x)* ist dann das Tupel (succ(x), succ(y)) und man erhalt die
folgende Formel a's Prémisse des instantiierten Induktionsschemas.

U x,y:nat
{0 uv:nat (= succ(x) =0a = succ(y) =0a succ(x) - succ(y) =0
A succ(u) = succ(x) A succ(v) = succ(y) - succ(x) )
[0 = ggt(succ(u), succ(v)) =0
A Ouv:nat (= succ(x) =0a = succ(y) =0a = succ(x) - succ(y) =0
A succ(u) = succ(x) - succ(y) A succ(v) = succ(y))
O = ggt(succ(u), succ(v)) =0}
0 = got(succ(x), succ(y)) =0
Diese nur fir automatische Beweiser ,,lesbare’ Formel &3t sich unter Verwendung der Axiome

flr die Datenstruktur nat und der Funktion ,,—* zu der folgenden - auch fur menschliche Leser
-verstandlichen Formel vereinfachen:

U x,y:nat
{ Ov:nat (succ(x) - succ(y) = 0 succ(v) = succ(y) - succ(x) )
0 = ggt(succ(x), succ(v)) =0
A O unat (succ(u) = succ(x) - succ(y) O = ggt(succ(u), succ(y)) =0}
0 = ggt(succ(x), succ(y)) =0

Wir erhalten je eine Induktionshypothese fur den Fall, dal3 succ(x) gréfier als succ(y) ist, sowie
fir den Fall, dal3 succ(y) grofer als succ(x) ist. Im Fall, dal3 beide gleich sind, steht uns keine



Induktionshypothese zur Verfiigung. Wir benétigen in diesem Fall auch keine, da nach
Anwendung der Definition des ggt ein Argument gleich O wird, so dal3 mit Hilfe eines nicht-
rekursiven Definitionsfalls das Theorem direkt bewiesen werden kann.

Alsein weiteres Beispiel wollten wir zeigen, dal3 die oben definierte Funktion diff eine Inverse
zu der Addition + ist. Als Formel denotiert hat diese Aussage die folgende Form:

O xy : nat diff(x, (x +y)) =y
Um das von diff vorgeschlagene Induktionsschema verwenden zu konnen, wollen wir tber die

Werte von x und (x + y) induzieren. Man erhdt daher die folgende Pramisse fur das
instantiierte | nduktionsschema

U x,y:nat
{Ouvnat (-(X+y)-x=0a u=succ(x) s (U+V)=(X+VY))
O diff(u, (u+v))=v}
O diff(x,(x+y))=vy.
Angenommen, man well3 bereits das Theorem (X + y) - X =y, so kann die obige Formel mit
Hilfe der bestehender Definitionen zu der folgenden Formel simplifiziert werden:
U x,y:nat
{Ovinat (ny=0a (succ(x) +v)=(x+y))
O diff(succ(x), (succ(x) +v)) =v }
O diff(x,(x+y))=vy.
Der Beweis dieser Formel ist dann eine einfache Konsequenz aus der Definition von diff und
einem bendétigten Lemmader Form [0 X,y:nat (x + succ(y)) = (succ(x) + y). Auch hier wirde

eine Induktion mit dem von diff vorgeschlagenen Induktionsschema auf x und y zu einem
Fehlschlagen des Bewel ses flihren.

4.2 Spezielle Strategien fur Induktionsbeweise

4.2.1 Symbolische Auswertung

Eine der ersten Strategien fur das Fuhren von Induktionsbeweisen war die sogenannte
symbolische Auswertung von Formeln. Darunter versteht man die Verwendung der
Funktionsdefinitionen zur Auswertung von Termen. Terme denotieren in der Regel Mengen
von Objekten eines Datentyps, da in ihnen Variable vorkommen durfen. Da die Verwendung
der Definitionen nicht auf variablenfreie Terme begrenzt ist, spricht man von einer
symbolischen Auswertung [BM79], [Hut86].

Mit Hilfe der Definition von + kann man zum Beispiel Terme der Form O + azu abzw. Terme
der Form succ(a) + b zu succ(a + b) auswerten. Hinreichendes Kriterium daflr ist der
Nachweis der instantiierten Bedingungen 0=0 bzw. succ(a)=succ(pred(succ(a))) in den
Definitionsformeln von +.



In vorigen Abschnitt hatten wir gesehen, daf3 sich die Auswahl eines geeigneten
Induktionsschemas an der Rekursion der auftretenden Funktionen orientiert. Stimmen
Rekursionsordnung und Induktionsordnung Uberein, so erhdlt man durch Anwendung der
Funktionsdefinition insbesondere einen Vorganger beztiglich der Induktionsordnung.

Das néchste Beispiel soll dies verdeutlichen:

Fir den Nachwels der Assoziativitét von + erhielten wir im letzten Abschnitt die folgende
Formel als Prémisse des instantiierten I nduktionsschemas:
Ox:nat {x=succ(pred(x)) O pred(x) + (y + z) = (pred(x) +y) + z}
Ox+(y+z)=(x+y)+z
Betrachten wir den Fall x = succ(pred(x)). Zum Beweis dieser Formel missen wir die beiden
Terme
X+ (y+2) und (x+y)+z

unter Verwendung der Induktionshypothese einander angleichen. Wir kdénnen den Rekursions-
fall von + fUr die symbolische Auswertung in beiden Termen verwenden und vereinfachen sie
2u:
succ(pred(x) + (y + 2)) und succ(pred(x) +y) +z.
Bei dem rechten Term kénnen wir nochmals die Definition von + anwenden und erhalten
succ(pred(x) + (y + 2)) und  succ((pred(x) +v) + 2),
so dal3 wir mit Hilfe der Induktionshypothese beide Terme identifizieren konnen.
In dem obigen Beispiel kénnen wir die Formel nur mit Hilfe von Induktion und den
Definitionen von nat und + beweisen. Schwieriger wird es, wenn zum Bewels eines Satzes
noch zusétzliche Lemmata bendtigt werden, mit deren Hilfe der Induktionsschluf® geschickt
umgeformt werden muf3. Die Verwendung dieser Lemmata kann ndmlich durch die
symbolische Auswertung nicht gesteuert werden.
Betrachten wir dazu die Distributivitét der Addition Uber der Multiplikation:
Oxy,z:nax*(y+z)=x*y)+(x* 2.
Wir definieren zundchst die Multiplikation * durch die folgenden Formeln:
Oxy:na x=00 x*y=0
Ox,y:nat x=succ(pred(x)) O x*y=y+ (pred(x) * y)
Fur den Beweis setzen wir voraus, dal3 uns bereits die Kommutativitat und Assoziativitét von +
als Hilfssétze zur Verfligung stehen.
Verwenden wir fir den Beweis der Distributivitdt das aus der Rekursion von * gewonnene
Induktionsschema, so erhalten wir folgende zu bewei sende Formel:
Ox:nat [ X = succ(pred(x)) O
Oy, z:nat pred(x) * (y +2) = (pred(x) * y) + (pred(x) * 2) ]



(M y,z:nax*(y+z)=X*y)+(x* 2

Betrachten wir wiederum den Fall x = succ(pred(x)), so missen wir mit Hilfe der Induktions-
hypothese die beiden Terme

x*(y+2) und  (x*y)+(x*2)

angleichen. Wir kénnen diesmal den Rekursionsfall von * fur die symbolische Auswertung
verwenden und werten beide Terme folgendermalien aus.

(y+2) + (pred(x) * (y +2)) und  (y + (pred(x) * y)) + (z + (pred(x) * 2))

Auf den linken Term ist die Induktionshypothese unmittelbar anwendbar, um beide Terme aber
anzugleichen, mufdte der rechte Term mit der Assoziativitét und der Kommutativitat weiter
umgeformt werden. Die symbolische Auswertung hilft uns an dieser Stelle nicht mehr weiter.

Diese Beschrénkung der symbolischen Auswertung fuhrte in den letzten Jahren zu der
Entwicklung des sogenannten Ripplings, das im nachsten Abschnitt erléutert werden soll.

4.2.2 Rippling

Der Grundgedanke des Ripplings [Bun88], [Bun90], [Hut90] besteht darin, gezielt auf die
Verwendung der Induktionshypothese hinzuarbeiten, indem man sukzessive die syntaktischen
Differenzen zwischen Induktionsschlufd und Induktionshypothese verringert (,,difference
reduction*). Wir stehen dabei vor der Schwierigkeit, messen zu missen, ,,wie stark” sich zwei
Terme unterscheiden.

Betrachten wir dazu den Induktionsbeweis fur die Distributivitdt der Addition Uber der
Multiplikation. Um die Induktionshypothese verwenden zu kdnnen, missen wir die linke bzw.
die rechte Seite des Induktionsschlusses so umformen, dal3 die jeweils korrespondierende Seite
der Induktionshypothese darin als Unterterm auftritt. Mit Hilfe der symbolischen Auswertung
konnten wir die linke Seite so umformen, dal3 wir die Induktionshypothese verwenden
konnten. Auf der rechten Seite dagegen scheiterte diese Umformung, da wir neben der
symbolischen Auswertung auch verschiedene Lemmata verwenden mufdten, um die
Rickfuhrung auf die Induktionshypothese durchzufihren.

Um die Induktionshypothese auf der rechten Seite des Induktionsschlusses anwenden zu
koénnen, mul3 die (instantiierte) rechte Seite der Induktionshypothese als Unterterm in der
rechten Seite des Induktionsschlusses auftreten. Zum Vergleich der beiden Terme schraffieren
wir die Gemeinsamkeiten der rechten Seiten von Induktionshypothese und -schluf3:

((pred(x)*y) +(pred(x)*2) und ((x*y)+(x* 2)

Die nicht-schraffierten Bereiche kennzeichnen die Termteile, die kein entsprechendes Pendant
im anderen Term besitzen. Da wir aber die Induktionshypothese verwenden wollen, muf3 die
rechte Seite der |nduktionshypothese vollstandig als Unterterm im Induktionsschlul® auftreten.
Wir mussen also den Induktionsschlufd durch geeignete Umformungen soweit ,, aufbldhen®, dal3
auch die nicht-schraffierten Bereiche ein Pendant im Induktionsschluf haben, ohne dabel die



schraffierten Bereiche im Induktionsschlul? zu verandern. Die schraffierten Bereiche bleiben
invariant bezilglich der geplanten Umformung und bilden ein Muster, wie das Ergebnis jedes
Umformungsschrittes auszusehen hat.

Um dies sicherzustellen, klassifizieren wir die verschiedenen (bedingten) Gleichungen in
unserer Datenbasis danach, welche syntaktischen Gemeinsamkeiten linke und rechte Seiten
haben. Termteile einer Seite, die ein Pendant auf der anderen Seite haben, werden schraffiert.
Ein Beispiel hierfur ist die folgende Schraffur fur die rekursive Definitionsgleichung von *:

x =succ(pred(x)) O (x*y) = (y+ (pred(x) *y))

Hier hat jedes Termteil auf der linken Seite ein entsprechendes Pendant auf der rechten. Das
heil3, die linke Seite ist vollstandig schraffiert, wahrend die rechte Seite nicht-schraffierte
Bereiche aufzeigt. Wendet man diese Gleichung also von links nach rechts an, so wird der
umzuformende Term durch die instantiierten weif3en Bereiche der rechten Seite aufgebléaht.
Diese Information nutzt man aus, um gezielt Gleichungen auszuwéahlen, die bel ihrer
Anwendung einen Term um passende Termfragmente erweitern. In unserem Beispiel eignet
sich der obige Definitionsfall von *, da ihre Anwendung gerade die gewunschten weif3en
Bereiche erzeugt; wendet man ihn zweimal auf eine Seite des Induktionsschlusses an, so erhalt
man den Term

((y+(pred(x)*y))+(z+(pred(x)* 2)))

Die nicht-schraffierten Bereiche der Induktionshypothese haben jetzt ebenfalls Pendants im
Induktionsschluf3. Markieren wir diese Bereiche zusétzlich als Gemeinsamkeiten von
Induktionshypothese und Induktionsschlul3, so erhalten wir die folgende Schraffur fir die
rechte Seite des Induktionsschlusses:

((y + (pred(x) * y) ) + (z+ (pred(x) * 2) ) )

wahrend die rechte Seite der Induktionshypothese keine nicht-schraffierten Bereiche mehr hat.
Die rechte Seite der Induktionshypothese tritt vollstandig - in einzelne schraffierte Bereiche
aufgespalten - im Induktionsschlul® auf. Fir die Anwendung der Induktionshypothese
bendtigen wir aber einen zusammenhangenden schraffierten Bereich; die rechte Seite der
Induktionshypothese muf3 als Term im Induktionsschluf3 auftreten.

Bildlich gesprochen mussen wir die schraffierten Bereiche durch geeignete Umformungen
zusammen bzw. die nicht-schraffierten Bereiche nach auf3en ,,schieben”. Fur diese Zwecke
bedienen wir uns wieder der obigen Klassifikation der Gleichungen nach den Gemeinsamkeiten
ihrer linken und rechten Seiten.
Betrachten wir dazu zwei mdgliche Schraffuren fur das Assoziativgesetz der Addition:
((x+y)+27)=(X+(y+2))
x+(y+2z))= (xty) +2

Wahrend auf den beiden linken Seiten die Schraffur unterbrochen ist, ist auf den rechten Seiten
die Schraffur durchgéngig. Wendet man diese Gleichungen so an, dal? schraffierte Bereiche des



umzuformenden Terms stets nur mit schraffierten Bereichen der linken Seite zusammenfallen,
so werden - analog zu der angewandten Gleichung - die nicht-schraffierten Bereiche nach aul3en
verlagert und die schraffierten Bereiche einander angendhert. Eine entsprechende Anwendung
der Assoziativitét 16st also unser Problem, die schraffierten Bereiche zusammen zu schieben.
Die Umformung kénnen wir also anhand der Schraffuren folgendermal3en vornehmen:

((y + (pred(x) * y) ) + (z + (pred(x) * 2) ) )
(v + ((pred(x) * y) + (z+ (pred(x)* 2))))
(v + ((pred(x) * y) + ((pred(x) * 2) +2)))

(y + (((pred(x) * y) + (pred(x) * 2)) + 2))

Im zweiten Schritt haben wir das Kommutativgesetz angewendet, dal3 folgendermalien
schraffiert sai:

(x+y)=(y +Xx)

Die Anwendung dieser Gleichung verschiebt keine nicht-schraffierten Bereiche nach auf3en,
sondern verlagert sie nur von einem Argument von + in das andere. Im unserem Beispiel
bendtigten wir sie, um ein zweites Mal die Assoziativitdt anzuwenden. Danach haben wir unser
Ziel erreicht, es gibt nur noch einen zusammenhangenden schraffierten Bereich, die
Induktionshypothese kann also angewendet werden.

4.3 Generalisierung

Fur Induktionsbeweise ist es oft notwendig, statt der ursprtinglichen Formel eine allgemeinere,
stérkere Formel fur die Instantiierung des Induktionsschemas zu verwenden. Der Grund liegt in
der Struktur von Induktionsbeweisen. Verscharfen wir eine zu beweisende Aussage, dann
mussen wir zwar einerseits einen starkeren Induktionsschluf beweisen, doch kénnen wir
andererseits auch eine starkere Induktionshypothese voraussetzen. Die Gefahr besteht
alerdings, dai die nach der Generalisierung zu beweisende Aussage falsch wird und damit
nicht mehr aus der bestehenden Datenbasis ableitbar ist.

An Hand des nachsten Beispiel wollen wir einige Techniken der Generalisierung
verdeutlichen:.
Wir wéahlen a's zu beweisende Aussage eine Instanz der Assoziativitét von +:

Ox:nat X + (X + X) = (X +X) + X *)
Beweist man diese Formel mit Induktion, so erhdlt man als Pramisse des instantiierten
Induktionsschemas die folgende Formel:

Ox:nat [ x = succ(pred(x)) [

pred(x) + (pred(x) + pred(x)) = (pred(x) + pred(x)) + pred(x) ]

O x+X+x)=(X+x)+X.



Im Fall x = succ(pred(x)) konnen wir die beiden Terme

X+ (X +X) und (X +X) +X

symbolisch auswerten und erhalten so die beiden zu identifizierenden Terme:
succ(pred(x) + succ(pred(x) + X)) und succ((pred(x) + X) + X)

Um die Induktionshypothese verwenden zu kénnen, miften wir beide Terme mit Hilfe
geeigneter Lemmata tiber + weiter umformen. Kennen wir keine weiteren Eigenschaften von +,
scheitert unser Induktionsbeweis. Die Induktionshypothese pred(x) + (pred(x) + pred(x)) =
(pred(x) + pred(x)) + pred(x) erweist sich als zu schwach, um im Induktionsschluf3 verwendet
zu werden, da sie fur jedes Argument von + den Term pred(x) explizit vorschreibt. Die
Definition von + erlaubt es uns aber nur fur die Rekursionsposition von +, x auf pred(x)
zurtickzufthren.

Eine mogliche Lésung dieses Problems besteht darin, daf? man bestimmte Unterterme, diein
der Formel mehrfach auftreten, durch eine neugenerierte Variable ersetzt, um so die zu
bewei sende Formel weitgehend zu verallgemeinern [BM79]. Wendet man diese Technik in der
obigen Formel (*) an und ersetzt man den Term x + X, der in der Formel zweimal auftritt, durch
eine neu eingefiihrte Variable y, dann erhdt man als Verallgemeinerung des obigen Satzes die
Kommutativitét der Addition:

Uxy:na Xx+y=y+X.
Bei der Ersetzung beliebiger Unterterme, die mehrmals in der zu beweisenden Formel auftreten,
kann es leicht passieren, dal? die so erhaltene, verallgemeinerte Formel nicht mehr gultig und
damit nicht mehr aus der bestehenden Datenbasis ableitbar ist. Ist zum Beispiel sort eine

Funktion, die lineare Listen nach einer Ordnung sortiert, so fuhrt die Generalisierung der
Formel

O x:list sort(sort(x)) = sort(x)
zu einem falschen Satz
O y:list sort(y) =y,
dadie Information, dal3 y bereits sortiert ist, verloren geht. In [BM79] werden daher diese Art

der Generalisierung vom Benutzer explizit durch Eingabe ausgezeichneter Generalisierungs-
lemmata angesteuert.

Eine weitere L 6sung des obigen Problemsist die Ersetzung von bestimmten Auftritten einzelner
Variablen durch neue Variable. Man “entkoppelt” dabei die Variablen in den
Rekursionspositionen von den Variablen in den Nicht-Rekursionspositionen, indem man
erstere durch neue Variablen ersetzt, und damit die Formel generalisiert.

Im obigen Beispiel fuhrt dies zu dem folgendem Satz:
Oy, x:na y+(X+x) =(y +X) +X

Verwendet man das strukturelle Induktionsschema und induziert Gber y, dann erh@lt man die
folgende Formel



Oy:nat [y=succ(pred(y)) LI x':nat pred(y) + (x' +X') = (pred(y) +Xx’) + X’ ]
O 0Ox:nat y+(X+x))=(y+x)+x

In dem Fall y = succ(pred(y)) kbnnen wir jetzt die Terme

y + (X +X) und (y +Xx) +x
mit Hilfe der Definition von + zu den folgenden Termen umformen:
succ(pred(y) + (X + X)) und succ((pred(y) + x) + x)

Die Induktionshypothese ist auf beide Terme anwendbar .

Im allgemeinen erweist es sich als sinnvoll, die Variablen in den Rekursionspositionen von
denen in den Nicht-Rekursionspositionen zu trennen. Man benennt dazu die Auftritte einer
Variablen in den Rekursionspositionen um und entkoppelt sie somit von den Auftritten in den
Nicht-Rekursionspositionen. Ansonsten sind die bei einer Induktion erzeugten Induktions-
hypothesen oft zu schwach, um im Induktionsschritt verwendet zu werden, da mit Hilfe der
Definitionsaxiome in der Regel nur die Auftritte der Variablen in den Rekursionspositionen auf
ihre Vorgénger zurtickgefuhrt werden kdnnen.

4.4 Existenzbeweise

Einen Schwerpunkt im automatischen Beweisen mit vollstandiger Induktion bildet der Beweis
von existenzquantifizierten Formeln der Form O x* Oy P(x* y). Eine solche Formel sagt
gerade aus, dal es zu jedem x* (mindestens) einy gibt, so daR P(x" y) gilt. Fiihrt man diesen
Beweis konstruktiv, so erhalt man als Ergebnis einen Term t*, der die Eigenschadt hat, da
O x* P(x* t*) gilt. In t* treten hochstens die Variablene x* selbst wieder auf, so da wir t* als
eine Funktion f Uber x* betrachten konnen. Interpretiert man die obige Formel
0 x* Oy P(x* y) als eine formale Spezifikation fir die Funktion f, so liefert der Beweis
dieser Aussage gerade eine mogliche konstruktive Definition der gesuchten Funktion. Das
heif3, mit Hilfe von Induktionsbeweisen lassen sich rekursive Funktionsdefinitionen (bzw.
Programme) synthetisieren. Man nennt daher dieses Spezialgebiet auch deduktive
Programmsynthese [MW80] [Biu92] [BH84].

Es wirde den Rahmen dieses Buches bel weitem sprengen, wenn man die verschiedenen
Ansétze und Ergebnisse in diesem Bereich vorstellen wollte. Daher werden wir uns nur kurz an
einem Beispiel die prinzipielle Vorgehensweise klarmachen.

Zu diesem Zweck definieren wir uns eine Funktion half, die eine naturliche Zahl durch zwei
teilt und das Ergebnis abrundet:

Ox:nat x=00 haf(x)=0

Ox:nat x=succ(0) O half(x)=0

X : nat x = succ(succ(pred(pred(x)))) O half(x) = succ(half(pred(pred(x))))
Nehmen wir nun an, wir wollten die Formel

Ox:nat Oy :nat half(y) =x



beweisen. Betrachtet man sich die Formel genauer, so spezifiziert sie gerade die Existenz der
Inversen zu half. Aus dem Beweis fir diesen Satz wollen wir eine Definition fir diese
Funktion, die wir im folgenden ,,double* nennen, erhalten.

Mit Hilfe des Induktionsschemas
{ Ox:nat [ x =succ(pred(x)) O P(pred(x))] O P(x)} I x:nat P(X) .

missen wir zum Bewels des Satzes die folgende Prémisse des instantiierten Induktionsschemas
beweisen:
Ox:nat (X =succ(pred(x)) O Oy’ : nat haf(y’) = pred(x) )
O Oy:na haf(y) =x

Wir unterscheiden zum Bewels des Satzes die beiden Falle x = 0 und x = succ(pred(x)).

Im ersten Fall miussen wir zeigen, dal3 [y : nat half(y) = O gilt. Instantiieren wir y durch O
(oder alternativ durch succ(0) ), so kdnnen wir mit Hilfe des nicht-rekursiven Teils der
Definition von half die Formel zeigen. Die benétigte Instantiierung erhalten wir dabei
automatisch durch die fur die Anwendung der jeweiligen Definitionsfalle von half notwendigen
Unifikationen. Fur den Fall x = 0 wissen wir durch die Instantiierung der Variable y, welchen
Wert unsere Funktion double annehmen darf: O oder succ(0). Somit kénnen wir einen ersten
Definitionsfall fur die Funktion double formulieren:

Ox:nat x=00 double(x) =0 (oder double(x) = succ(0) )

Im zweiten Fall x = succ(pred(x)) steht uns eine Induktionshypothese zur Verfligung. Wir
mussen den umformulierten Induktionsschluf3

Oy : nat haf(y) = succ(pred(x))

auf die Induktionshypothese zurtickfiihren. Analog zu dem Abschnitt Uber Rippling versucht
man die Unterschiede zwischen beiden Termen sukzessive zu verringern. Da der rechte Term
succ als fuhrendes Funktionssymbol besitzt, mdchte man auch half(y) in terminis von succ
ausdrucken. Mit Hilfe des rekursiven Falls von half konnen wir dies erreichen, wenn wir y
durch einen Term succ(succ(z)) ersetzen. Wir erhalten nach Anwendung der Definition von half
die zu beweisende Formel

Oz : nat succ(half(z)) = succ(pred(x)) ,
die eine einfache Folgerung aus der Induktionshypotheseist (wobei wir zund y’ identifizieren).

Betrachten wir nun, wie sich der Wert der existenzquantifizierten Variabley im Verlauf des
Beweises verandert hat: Im ersten Schritt wurde y zu succ(succ(z)) instantiiert. Spater haben
wir zmity’ identifiziert, so dal3 letztlich y mit succ(succ(y’)) identifiziert wurde. Flr unsere zu
synthetisierende Funktion double bedeutet dies folgendes. angenommen man kennt den Wert
von double fiur pred(x), so bestimmt sich der Wert von double fur x aus
succ(succ(double(pred(x)))). Nehmen wir noch die Bedingung der Fallunterscheidung hinzu,
so konnen wir folgenden Definitionsfall fur double angeben:

O x:nat x = succ(pred(x)) [ double(x) = succ(succ(double(pred(x)))) .



Flgen wir die Ergebnisse aus beiden Féllen zusammen, so erhalten wir je nach Bewel sverlauf
zwei dternative Definitionen fir double, die beide den obigen Satz erfiillen:

Ox:nat x=00 double(x) =0 (oder double(x) = succ(0) )
O x:nat x = succ(pred(x)) O double(x) = succ(succ(double(pred(x))))

Ausgehend von einer Spezifikation synthetisierten wir durch induktives Beweisen eine
konstruktive Definition der gewtinschten Funktion double.

5 SchlufBbemer kungen

Das Gebiet des automatischen Beweisens mit Induktion erfuhr in den letzten Jahren ein
wachsendes Interesse. Ein Hauptgrund dafir liegt in der zunehmenden Bedeutung der
Programmverifikation beziehungsweise der Programmsynthese fir die Entwicklung ,, sicherer”,
das heifdt fehlerfreier Software. Sowohl Programmverifikation als auch Programmsynthese
lassen sich wegen ihrer inharenten Komplexitdt nicht ohne maschinielle Unterstiitzung
durchfihren, so dal? hier automatische Beweiser mit Induktion zum Einsatz kommen. Zum
Beispiel wurde mit Hilfe des Systems von [BM79] der komplette Aufbau eines
Mikroprozessors 8501 [Hun85] verifiziert.
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