Kapitel VI:
Beweissysteme mit Logiken hoherer Stufe

(Michael Kohlhase)

Ein urspringliches Ziel der Kiinstlichen Intelligenz ist es, Deduktionssysteme zu bauen, die bel
der Suche nach Beweisen in der Mathematik ahnlich leistungsfahig und vielseitig einsetzbar
sind wie der Mensch. Die bisher in diesem Buch vorgestellten Systeme basieren auf der
Prédikatenlogik erster Stufe, in der man nur einen Tell der Mathematik nattrlich formalisieren
kann. Um aber dieses grof3e Ziel verwirklichen zu kénnen, bendtigt man ein logisches System,
das die ganze Mathematik umfal3t. Wir werden deshalb im ersten Teil dieses Kapitels etwas
ausfuhrlicher Formalisierungen der Logik hoherer Stufe diskutieren und darlegen, warum die
Typtheorie eine besonders geeignete Basis fur das automatische Theorembeweisen in der
Mathematik ist. Anschlief3end werden wir auf die Unifikation in der Typtheorie eingehen und
uns mit Huets Kalkil der Constrained Resolution als einem Beispid fur die Mechanisierung der
Typtheorie genauer auseinandersetzen.

Wegen der Komplexitét des Themas benttigen wir in diesem Kapitel einen hoheren Aufwand
an Formalismus als das in den vorhergehenden Teilen des Buchs notwendig war. Trotzdem
sollen auch in diesem Kapitel die Ideen im Vordergrund stehen. Wir empfehlen deswegen,
beim ersten Lesen alle Formeln, die nicht sofort einsichtig sind, zu Uberspringen und sich
weiter auf die Entwicklung der 1deen zu konzentrieren. Eine weitere Technik fir das Lesen von
Formeln in der Typtheorie besteht darin, die Typen der Symbole aul3er acht zu lassen, da sie
weniger zum Verstandnis als vielmehr zur Wohldefiniertheit der Formeln beitragen. Die
Erfahrung zeigt, dal3 sich nach einer Welle ein gewisser Gewohnungseffekt einstellt und die
Formeln dadurch leichter lesbar werden. Wir hoffen, dal3 mit diesen V orsichtsmal3nahmen der
Formalismus in diesem Kapitel nicht zu abschreckend ist.

1 Einfuhrung in die Typtheorie

In der Mathematik gibt es einfache Objekte, wie Zahlen oder Punkte der euklidischen Ebene,
und es gibt kompliziertere Objekte, wie Mengen, Funktionen oder Vektorraume. Die Pradika
tenlogik erster Stufe (PL1) beschrankt sich darauf, gerade die einfachen Objekte zu beschrei-
ben, indem sie ausschliefdlich Variablen fur diese zul &3t (siehe auch Kapitel 11, Abschnitt 2.4).
Da sich ale komplizierten Objekte der Mathematik auf Mengen zurtckfihren lassen, haben
Logiker wie Georg Cantor versucht, Mengen zu formalisieren. Cantor definierte Mengen als
»Zusammenfassungen von bestimmten und wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung
oder unseres Denkens, die in Gottes Angesicht eine Einheit bilden®. Diese Definition setzt die
Existenz eines zweistelligen Pradikats [ voraus, das zu jedem Objekt A und zu jeder Menge M
angibt, ob A ein Element von M ist oder nicht. Schrankt man dieses Pradikat auf eine konkrete
Menge M ein, so erhdlt man gerade die definierende Eigenschaft [IM dieser Menge. Dieser
naive Ansatz fihrt allerdings recht schnell zu Problemen, so ist z.B. ,die Menge M aller
Mengen, die sich nicht selbst enthalten* kein sinnvolles mathematisches Objekt, denn M wére



ein Element von M genau dann, wenn MM. Dieses Phdnomen (Russells Paradoxon) zeigt,
dai3 das Pradikat (1 nicht wohldefiniert ist und deshalb fir die Formalisierung von Mengen in
der Pradikatenlogik noch mehr Arbeit investiert werden muf3.

Zum einen kann man die Wohldefiniertheit des Pradikats [ erreichen, indem man die Modelle
der Pradikatenlogik durch Axiomensysteme so weit einschrankt, dal3 sie keine Paradoxa mehr
enthalten. Zum anderen kann man den mengentheoretischen Ansatz aufgeben und die Logik
direkt um Konstrukte fur komplizierte Objekte erweitern. Bei beiden Ansétzen hat eine
Stufentheorie der Mathematik zum Erfolg gefiihrt. Diese Theorie beruht auf der Idee, die
Unterscheidung der Objekte in einfache und komplizierte zu verfeinern und allen Objekten —
insbesondere auch den Mengen — eine sogenannte Sufe zuzuordnen.

Die axiomatische Mengentheorie schrankt die Bildung von Mengen dahingehend ein, dal3 eine
Menge nur Elemente enhalten darf, die eine kleinere Stufe haben als die Menge selbst. Die
wichtigsten Beispiele fur diesen Ansatz sind das Axiomensystem von Zermelo und Fraenkel
und das von Godel, Bernays und von Neumann (siehe [Ebb77]). Da sich mit diesen die ganze
bisher bekannte Mathematik formalisieren &3, sind sie heute weitgehend als Grundlage der
Mathematik anerkannt. Mit diesen Axiomensystemen lief3e sich PL1 prinzipiell als Basis von
Deduktionssystemen fir die Mathematik verwenden, aber die Darstellung mathematischer
Objekte ist in der mengentheoretischen Kodierung sehr umstandlich. Zum Beispiel ist die
Kodierung von Funktionen as ,, linkstotale, rechtseindeutige Relationen” wenig intuitiv. Dieser
Zugang ist aso fur die Mechanisierung der Mathematik wenig geeignet, deshalb wollen wir ihn
nicht weiter behandeln.

Die Idee bel der Erweiterung der Pradikatenlogik besteht darin, einerseits Konstrukte for
komplizierte Objekte zur Verfligung zu stellen, andererseits durch die Einfiihrung von soge-
nannten Typen ein syntaktisches Mittel zu schaffen, das die Konsistenz des System sicherstellt.
Da verschiedene Konstrukte aufgenommen werden koénnen, gibt es verschiedene Erwel-
terungen. Um diese Systeme klassifizieren zu kénnen, wurde der Begriff der Stufe eines logi-
schen Systems eingefiihrt. Es hat sich eingeblrgert, den Objekten der Mathematik eine Ord-
nung zu geben. Einfache Objekte (Individuen und Wahrheitswerte) haben die Ordnung 0 und
Funktionen, deren Argumente und Werte maximal die Ordnung n haben, die Ordnung n+1.
Damit konnen wir nun den Begriff der Sufe eines |logischen Systems definieren. Eine Logik ist
(2n-1)-ter Stufe, wenn die Ordnung der vorkommenden V ariablen und Konstanten maximal n
ist und nicht Uber Variablen der Ordnung n quantifiziert wird. Ist nur die erste Teilbedingung
erflllt, so ist die Logik (2n)-ter Stufe. PL1 ist gerade ein Beispiel fur eine Logik erster Stufe.
Man kann zeigen, dal3 das Teilsystem der Formeln, die keine Quantoren enthalten, isomorph zu
der Aussagenlogik ist. Diese ist deswegen ein Beispiel einer Logik nullter Stufe (PLO). Es
erscheint nattrlich, das System von PL1 schrittweise um Variablen hoherer Stufe und das
Konzept der Quantifikation dartiber zu erweitern. Dadurch erhdt man Systeme von Logiken
beliebig hoher Stufe. Anhand des so gewonnenen Systems PLQ versuchen wir anschlief3end
die Typtheorie zu erkldren und zu motivieren.



1.1 Typen

Als eine Moglichkeit, Selbstbeziige wie in Russels Paradoxon auszuschlief3en, hat B. Russell in
[Rus08] ein System von Typen fur Formeln und Terme eingefiihrt, das Alonzo Church dannin
[Chu40] zu der Form vereinfacht hat, die wir hier vorstellen werden. Diese Typen orientieren
sich an der Semantik der Objekte, die sie beschreiben. Aus den sogenannten Basistypen o
(omikron) der Wahrheitswerte und 1 (iota) der Individuen werden induktiv alle anderen Typen
gewonnen: Sind B1,...,Bn und a Typen, so ist (a[B1,...,Bn]) der Typ der n-stelligen
Funktionen, deren Argumente die Typen (31,...,Bn und deren Werte den Typ a haben. Wir
nennen alle Typen, die nicht Basistypen sind, Funktionstypen. Zum Beispiel erhalten in der
PL1 3-stellige Funktionssymbole den Typ (1[wt ]) und 2-stellige Prédikatensymbole den Typ
(o[u]). Formeln und Terme in PL1 beschreiben Wahrheitswerte beziehungsweise Individuen
und erhalten deswegen die Typen o und 1. Alle Formeln und Terme missen in Russels getypter
Logik wohlgetypt sein, das heif3t, ein Term f(t,...,t") wird nur dann al's syntaktisch korrekt
(und sinnvoll) angesehen, wenn f vom Typ (a[B1,...,Bn]) ist und diet die Typen Bj haben.

Um die Wirkungsweise der Typen zu veranschaulichen, betrachten wir noch einmal Russells
Paradoxon. In einer Pradikatenlogik zweiter Stufe konnte man die paradoxe Menge M durch die
Formel

0Q M(Q) < [Menge(Q) 0 -Q(Q)]

definieren. In dieser Formalisierung mufte Q sowohl den Typ (o[a]) as auch den Typ a
haben, damit der Ausdruck Q(Q) wohlgetypt ist, denn das Symbol Q wird sowohl als Prédi-
kats- als auch als Individuenvariable verwendet. Es hat sich herausgestellt, dal3 durch solche
(und &hnliche) Typsysteme alle bekannten Arten von Paradoxa verhindert werden kénnen. Aus
diesem Grund haben sich getypte Systeme hoherer Stufe bel der Beschreibung der Mathematik
durchgesetzt.

In einer Logik hoherer Stufe reicht es aus, explizit nur einstellige Funktionen zu betrachten.
Sind zum Beispiel die Individuen die natiirlichen Zahlen, so konnen wir die zweistellige
Additionsfunktion plus, die zwei natirliche Zahlen auf ihre Summe abbildet, auch als eine
Funktion ansehen, die einer Zahl n digjenige einstellige Funktion plus-n zuordnet, die zu jeder
Zahl n addiert. Die Additionsfunktion kann also einerseits durch eine Funktionskonstante plus
vom Typ (I[t1,1]), andererseits auch durch eine Funktionskonstante vom Typ (1[(1[t])])
dargestellt werden. Im zweiten Fall wiirde zum Beispiel "3+4" durch plus(3)(4) dargestellt, zu
plus-3(4) und dann in einem weiteren Schritt zu der Zahl 7 ausgewertet werden. Wir werden
uns im folgenden auf einstellige Funktionen beschrénken und den Typ (a[B]) kurz as (ap)
schreiben. Typen sind also von der Form o, | oder (af3), wobei a und 3 wieder Typen sind.
Der Trick, mehrstellige Funktionen durch einstellige Funktionen hoherer Stufe darzustellen, ist
in der Logik von vielen Forschern unabhangig entdeckt worden, und wird im Deutschen
Schonfinkeln nach dem Logiker Moses Schonfinkel (englisch currying nach Haskell.J.B.
Curry) genannt. Vereinbart man in Typen die Konvention der Linksklammerung, so ist
(a(B1(B2...Bn)-..)) gerade (aB1B2...Bn) und entspricht damit in der Darstellung gerade wieder
dem urspriinglichen (a[B1,...,Bn])-



1.2 Syntax von PLQ

Um die im vorherigen Abschnitt vorgestellten Ideen zu prézisieren, fihren wir jetzt ein logi-
sches System PLQ ein, das fur alle natirlichen Zahlen n die Logik n-ter Stufe enthdlt. Die
primitiven Symbole von PLQ sind die Klammern [ und ], die logischen Symbole =, 161 [
00, [l =, eine abzéhlbare Liste von Variablen zu jedem Typ und eine Liste von getypten
K onstantensymbolen. Die wohlgeformten Ausdriicke vom Typ o werden definiert durch:

1. JedesVariablen- und jedes Konstantensymbol vom Typ a ist ein Term vom Typ a.

2. Sind Ag und B Terme vom Typ 0 und Xy eine Variable vom Typ o, so sind -A,,
OXaAo, KXaAo, AcBo, AgBo,,Agll Bound Ag<« Bo Terme vom Typ o.

3. Ist Agp €in Term vom Typ (aff) und Bg ein Term vom Typ 3, so ist [AqpBg] €in
Termvom Typ a.

Offensichtlich ist es durch die Typisierung der Ausdrticke nicht mehr notwendig zwischen
Formeln (Ausdriicke vom Typ o) und Termen (Typ#0) oder zwischen Pradikatssymbolen
(Typ=(0B1B2...Bn)) und Funktionssymbolen (Typ=(a1B2...Bn), wobe a#0) zu unterschei-
den, da diese Information bereits aus dem Typ abgelesen werden kann. Wir werden deswegen
im folgenden immer von Termen reden, wenn wir nichts Uber den Typ eines Ausdrucks aus-
sagen wollen. Wir verwenden allerdings die Ausdriicke Pradikat, Funktion und Formel wei-
terhin in ihrer intuitiven Bedeutung, um Ausdriicke des jeweiligen Typs zu beschreiben. Wir
schreiben den Typ eines Termsin den Index, aul3er wenn er irrelevant oder aus dem Kontext zu
ersehen ist.

Die Ordnung der Typen 1 und o ist O, die des Typs (aB1B2...3n) ist das Maximum der Ord-
nungen von a und der 3 um 1 erhoht, die Ordnung eines Konstanten- oder Variablensymbols
ist die seines Typs, die Ordnung eines Terms ist die maximale Ordnung der vorkommenden
Variablen und Konstanten. Fur nCIN bilden die Teilsysteme PL[2n] der Terme der Ordnung <n
in PLQ und die Teilsysteme PL[2n-1] von PL[2n], wo in keinem Term Uber Variablen der
Ordnung =n quantifiziert wird, gerade die oben geforderten Systeme fir eine Logik (2n)-ter
beziehungsweise (2n-1)-ter Stufe.

1.3 Semantik von PLQ

Fur die Semantik von PLQ muf3 man durch das Vorhandensein von Funktionen und Wahr-
heitswerten im System ein komplexeres Universum betrachten als diesin PL1 notwendig ist.
Wie in der Semantik von PL1 flhren wir zu den Basistypen o und 1 das Universum
Uo:={T,F} der Wahrheitswerte und den nichtleeren Individuenbereich U, ein. Zusétzlich gibt
es Funktionsuniversen Ugpg = (Ug - Ug) flr die Funktionstypen (af3), das heildt, Ugg ist die
Menge der Funktionen von Ug nach Ug. Die Interpretationen sind dann Abbildungen, die
K onstanten-Symbolen Objekte im Universum des zugehérigen Typs zuordnen. Ein Modell fur
PLQ ist ein Universum U:={Uqy | a ist Typ} zusammen mit einer Interpretation | nach U. Wie
in der Tarskisemantik fur PL1 1803t sich jedem Term Aq in PLQ, der keine freien Variablen



enthdlt, ein Wert [(Aq)UJUq unter der Interpretation | zuordnen. Insbesondere 183t sich jedem
Satz Ao (also jeder Formel ohne freie Variablen) ein Wahrheitswert aus Ug zuordnen. Ein Satz
Ao wird durch ein Modell (U,1) erfiillt, fallsl (Ag) =T OUgp und falsifiziert, falls | (Ag) =
FOUg .Ist (U, I) ein Modell fir PLQ, so nennt man eine Funktion ¢, die allen Variablen X4
einen Wert in Uy zuordnet, Variablenbelegung. Der Wert 1¢(Aq) eines Terms Aq mit freien
Variablen hangt dann von der Variablenbelegung ¢ ab, denn alle freien Variablen X4 erhalten
die Werte ¢ (Xq ).

Diese Modelle nennt man Standardmodelle, denn sie kommen der intuitiven Vorstellung von
der Welt der Mathematik am nachsten. Kurt Godel hat allerdings in seinem berihmten
Unvollstandigkeitssatz gezeigt, daf3 alle logischen Systeme, die die Arithmetik formalisieren
konnen, unvollstandig sein missen beziglich der Semantik der Standardmodelle. Die Arith-
metik ist das System der natirlichen Zahlen, zusammen mit Addition und Multiplikation und
[al3t sich in PLQ formalisieren (siehe unten). Deswegen kann es keinen korrekten und voll-
sténdigen Kalkudl fur PLQ geben.

Wenn wir die Semantik der Standardmodelle verallgemeinern und fir die Funktionsuniversen
nur noch die Bedingung Uapd(Ug - Uq) fordern, erhalten wir die Semantik der verallge-
meinerten Modelle oder Henkinmodelle. Dies liefert eine viel reichere Klasse von Modellen,
deswegen gibt es nicht so viele allgemeingiltigen Formeln (das sind die Formeln, diein alen
Modellen gelten) wie in der Standardsemantik. Leon Henkin hat gezeigt, dal3 man in diesem
Fall vollstandige und korrekte Kalkile finden kann (siehe [Hen50]). Die Semantik der verall-
gemeinerten Modelle ist zwar nicht die intuitive Semantik der Mathematik, aber da jedes
Standardmodell auch ein verallgemeinertes Modell ist, sind auch alle in der verallgemeinerten
Semantik allgemeingiltigen Sétze in der Standar dsemantik allgemeingiltig. Insbesondere sind
auch alle in den oben erwahnten Kalkulen ableitbaren Satze allgemeingtiltig in der Standard-
semantik.

Nach dem Satz von Lindstrom ist allerdings die Prédikatenlogik erster Stufe in gewisser Weise
die ausdrucksméchtigste Logik, die vollstandige Kalkule erlaubt. Tatsachlich kann man (siehe
[Ker91]) das System PLQ und dessen verallgemeinerte Modelle so in die Pradikatenlogik erster
Stufe und deren Tarskimodelle kodieren, dal3 die Folgerungsrelation erhalten bleibt. In diesem
Sinn ist, wenn man verallgemeinerte Modelle betrachtet, die Typtheorie nur eine geschickte
Kodierung von komplizierteren Objekten in PL1 und nicht ein wirklich ausdrucksméchtigeres
System. Von einem philosophischen Standpunkt aus unterscheidet sich also der eingangs
erwahnte mengentheoretische Ansatz wenig vom Ansatz der Typtheorie.

1.4 EXxistenzaxiome

Um sicherzustellen, dal3 in allgemeinen Modellen die Funktionsuniversen immer genitigend
Funktionen enthalten, bendtigt man in PLQ die sogenannten Existenzaxiome oder Kompre-
hensionsaxiome

Fir jeden Term Ag, in dem die Variable Fqp nicht frei vorkommt, und fur jede Variable Vg
soll folgendes gelten:



[(Fag OVB [[FapVpl = Aal.

Die Existenzaxiome besagen, dal3 es flr jeden Term Ay und jede Variable Vg eine Funktion
fO0Uqp gibt, so dal f(u) = [¢(Aq), fals ¢(Vp)=u. Man kann den Term A als eine Zuord-
nungsvorschrift Vg — A ansehen, die einer Variablen Vg den Term Aq(Vp) zuordnet, das
heil%, jedem Term Bg wird durch Ay der Term o(Aq) zugeordnet, wobel o={Vp — Bg}

Obwohl wir fur die Existenzaxiome nun die (noch nicht eingefihrte) Gleichheit benttigt haben,
ist dies keine wirkliche Einschrénkung, denn in PLQ kann man das Gleichheitspradikat tGber
das Leibnizsche Prinzip ,Zwei Dinge sind gleich, wenn sie beziiglich aller ihrer Eigenschaften
Ubereinstimmen definieren. Sind Aq und By Terme des gleichen Typs a, so soll [Aq=Bq]
eine Abkirzung sein fir den Term

[DPOG[POC(AC( O POGBG]] :

Diese Formel besagt, dai’ fur alle Pradikate (Eigenschaften) Pog gilt: Ist P auf Aq erfillt, so
auch auf Bg. Man beachte, dal’ es ausreicht die Implikation PogAg O PoaBq zu fordern, denn
fUr ein Prédikat Poq ist auch =Pgq ein Pradikat, und tber alle solchen wird in der Formel oben
quantifiziert. Als Alternative dazu, die Gleichheit aus Allquantor und Implikation zu definieren,
kann man die Gleichheit als primitiv ansehen und die Gleichheitszeichen "=qqq" as einzige
logische Konstanten einfihren, aus denen dann alle anderen definiert werden konnen (siehe
[And86]).

1.5 A-Kalkdl

Alonzo Church hat vorgeschlagen, die Funktion, deren Existenz durch das obige Axiom
garantiert wird, [AXg Aq] zu nennen [Chu40]. Die syntaktische Notation [AXg Ag] macht die
Abhangigkeit des Terms A von der Variablen Xg explizit. Der Term [AXg Aq] steht also fur
die Funktion, die einem Argument Bg den Wert g(Ay) zuordnet, wobei o die Substitution
{ X~ Bpg} ist. Kommt die Variable Xg nicht frei in Ag vor, so entspricht [AXgAq] gerade der
konstanten Funktion, die auf ale Eingaben den Term A liefert. Das Zeichen A nennt man den
Abstraktionsoperator, weil die Funktion [AXg Aq] im Gegensatz zu der Zuordnungsvorschrift
Aq nicht von der Einsetzung fur Xg abhangt.

Durch die A-Abstraktion erhdt man eine neue Art, Variablen zu binden (wie durch den All-
quantor [J oder den Existenzquantor [, nur mit einer anderen Bedeutung). In der Typtheorie
kann eine allquantifizierte Formel [0XqAo as eine Abkirzung der Formel Mgoa[AXqAo]
aufgefaldt werden. Das Prédikat Mgoq pruft, ob die Menge, auf die es angewendet wird, die
Menge aler Objekte vom Typ a ist. Die Formel [1XqA gilt tatsdchlich genau dann, wenn das
Pradikat [AXqAg] die konstante Funktion ist, die jedem Argument den Wahrheitswert T
zuordnet. Der Existenzquantor |&3 sich wiein der Prédikatenlogik aus Allquantor und Negation
darstellen. Es ist also in der Typtheorie nicht nétig, auRer der A-Abstraktion noch andere
Bindungsmechanismen fir Variablen zu betrachten.

Logische Systeme, die die syntaktische Méglichkeit der A-Abstraktion bieten, heif3en A-Kal-
kile. Churchs Formalisierung der Logik hoherer Stufe ist ein getypter A-Kalkil und ist auch as



einfache Typtheorie bekannt. Die Regeln fur die Syntax lauten:
1. JedesVariablen- und jedes Konstantensymbol vom Typ a ist ein Term vom Typ a.

2. Sind Ag und Bo Terme vom Typ 0 und Xy eine Variable vom Typ a, so sind ~Ag,
OXaAo, XaAo, AolBo, AoBo, Aod Bound Ag= Bo Terme vom Typ o.

3. Ist Agp €in Term vom Typ (aff) und Bg ein Term vom Typ 3, so ist [AqpBg] €in
Termvom Typ a.

4. Ist Ag ein Term vom Typ a,und Xp eine Variable vom Typ (3, soist [AXg Ag] €in
Term vom Typ (af).

Die einfache Typtheorie ist aso eine Erweiterung der Prédikatenlogik erster Stufe um Typen
und A-Abstraktionen. Insbesondere sehen alle Formeln und Terme erster Stufe in der Typ-
theorie genauso aus wie in PL1, wenn man davon absieht, daR f(t2, ..., tN) jetzt als[f t1 ... tN]
geschrieben wird.

Die Existenzaxiome in Churchs Schreibwel se sehen nun wie folgt aus:
OVB [[[AV AalV] = Aql.

Ist in einem Term Bg keine Variable frei, die in Ay gebunden ist, so kdnnen wir Bg fur ale
freien Vorkommen der Variablen Vp einsetzen. Dabei ist zu beachten, dal? die Variablen im
ersten Vorkommen von Aq durch die A-Abstraktion gebunden sind. Deswegen werden nur die
Vorkommen Vg im zweiten Vorkommen von Aq ersetzt. Wir erhalten also die Gleichung

[IAVg AqlBp] = 0(Aq), (\-Axiom)

wobei ¢ die Substitution ist, die Vg durch Bg ersetzt. Diese Gleichung wird oft das A-Axiom
genannt, well es das Verhalten von Funktionen beschreibt, die durch A-Abstraktion gebildet
wurden.

Durch die Verwendung von A-Kalkilen ist es also mdglich, die Existenzaxiome durch die
Theorie der A-Gleichheit zu ersetzen, die — wie wir sehen werden — besser mechanisiert wer-
den kann.

Wiein PL1ist auch in der Typtheorie der Name von gebundenen Variablen irrelevant. Das gilt
auch fur die Bindung von Variablen mit dem Abstraktionsoperator A. Die Terme [AXg Ag] und
[AYg p(Aq)] sind also as gleich anzusehen, wenn keine Yg frei in Aq vorkommen und p die
Substitution ist, die ale freien Variablen Xg in Ag zu Yg umbenennt. Terme, die durch eine
Reihe von Umbenennungen der gebundenen Variablen auseinander hervorgehen, nennt man
alphabetische Varianten. Um diese Tatsache fur den Kalkil zu reprasentieren, fihrt man das
folgende Axiom Uber die alphabetische Umbenennung oder kurz a-Axiom ein.

[AXp Aal = [AYR O(Aq)]. (a-Axiom)

In der Mathematik geht man davon aus, dal3 zwei Funktionen genau dann gleich sind, wenn sie
auf alen mdglichen Argumenten Ubereinstimmen. Dieses Phdnomen wird die Extensionalitét
der Gleichheit genannt. Es kommt also nicht auf die Form einer Funktion an, sondern nur auf
ihre Wirkung auf ihrem Definitionsbereich. Im Gegensatz zur Mathematik kann es zum Beispiel



in der Informatik sinnvoll sein, nichtextensionale Gleichheit zu betrachten. Wenn man
bei spielsweise Programme beschreiben will, sollte man zwischen verschiedenen korrekten
Sortierprogrammen unterscheiden kénnen, obwohl sie al's Funktionen gesehen alle die gleiche
Wirkung haben (namlich zu sortieren). Das folgende Schema formalisiert gerade die Exten-
sionaitét der Gleichheit und heift deswegen Extensionalitéatsaxiom

OFp OGap [0Xp [FX=GX]] O [F=G].

In vielen Kalkulen ist es ausreichend, statt dieses komplizierteren Axioms eine schwéchere
Form, das sogenannte n-Axiom

OFp [AXBIFX]] = Fap (n-Axiom)

zu benutzen. Die Extensionalitét ist so natirlich und zentral, dal3 sie meist in irgendeiner Form
mit in die Axiome der Typtheorie aufgenommen wird.

Die Standardmodelle fir die Typtheorie sind dhnlich definiert wie die fur PLQ, allerdings
mussen wir die Bildung von Werten auf A-Abstraktionen erweitern. Wir definieren
lo([AXB7AG]) as digjenige Funktion in Ugg, die einem Objekt gliUg den Wert [ y(Aq)UUq
zuordnet. Dabei ist Y die Variablenbelegung, die Xg auf glJUg abbildet und sich sonst wie ¢
verhdt. Auf diese Weise kann man jedem wohlgetypten Term einen Wert zuordnen.

Definieren wir die verallgemeinerten Modelle der Typtheorie wie oben, so erhalten wir aus den
Existenzaxiomen die zusétzliche Forderung, daf3 es fur alle wohlgetypten A-Terme Ag einen
Wert [(Aq)DUq geben mul3. Diese Forderung ist aber nicht so stark, dal? sie den Unterschied
zwischen Standard- und verallgemeinerten Modellen aufhebt, denn sie stellt nur die Existenz
der (relativ kleinen) Klasse der A-definierbaren Funktionen in den Funktionsuniversen sicher.

Die Semantik fur die Typtheorie ist so gebaut, dal? sowohl in der Standard- als auch in der
verallgemeinerten Semantik die a-, A- und n-Axiome allgemeingultig sind.

1.6 Normalformen

In diesem Abschnitt greifen wir auf Methoden und Ergebnisse aus dem Kapitel Uber Term-
ersetzungssysteme zurtick. Wir sind dabei besonders an der Mechanisierung der An-Gleichheit
interessiert. Fur die automatische Behandlung der Gleichheit hat es sich als sinnvoll
herausgestellt, die Anwendung von Gleichungen (beim Ersetzen von Untertermen) wenn
maoglich nur in eine Richtung zuzulassen (Richten von Gleichungen zu Regeln). Unter
bestimmten Bedingungen kann man ein Gleichungssystem so richten, dal3 auf jeden Term die
Gleichungen nur endlich oft angewandt werden konnen (Termination). Die Terme werden also
durch die Anwendung von Gleichungen in irgendeinem Sinne kleiner, deswegen heil3en solche
Gleichungsanwendungen Reduktionsschritte und die in Gegenrichtung Expansionsschritte. Die
Terme, auf die keine Reduktionsschritte mehr angewandt werden kénnen, heilden
Normalformen. Gleichungstheorien, in denen die Normalformen fur Terme eindeutig sind,
lassen sich besonders gut automatisch behandeln, denn in diesem Fall sind zwel Terme genau
dann gleich in der Theorie, wenn ihre (eindeutigen) Normalformen syntaktisch gleich sind.



Richtet man das A-Axiom und das n-Axiom zu den Regeln

1. [[AVB AqlBpl > A {Vp- Bp}Aq, falskeine freie Variable von Bg in Ag gebun-
den auftritt, (A-Reduktion)

2. [AXp[AapXpl]l B> 1 Agp, falls X nichtin Agg vorkommt,  (n-Reduktion)

so erhdt man nach dem berihmten Church-Rosser-Theorem ein kanonisches Reduktions-
system. Das heif3t, jede Kette von An-Reduktionen eines Terms Aq terminiert und Uberfihrt
Aq in die eindeutige An-Normalform. Zwei Formeln in der Typtheorie sind also genau dann
gleich, wenn ihre An-Normalformen gleich sind. Eine Formel A in An-Normalform hat die
folgende algemeine Form:

A =[AXL.Xn[K BL.BK],

wobei K eine Konstante oder Variable ist und die Subterme Bi auch in An-Normalform sind.
Der Teil AXL..XNin A heif}t der Binder, der Teil [K B1...BK] der Rumpf und K das Kopf-
symbol von A. Ist K eine frele Variable, so heildt A flexibel, sonst starr. A wird j-Projek-
tionsterm genannt, falls K die gebundene Variable X ist. Fiir das Rechnen in der Typtheorieist
oft auch die sogenannte n-Langform eines Terms wichtig. Fir diese Normalform wird ein
Term in A-Normalform so lange n-expandiert, bis der Rumpf einen Basistyp hat. So ist zum
Beispiel die n-Langform von =qqq gerade [AXqY o [=XY]]. Diese Normalform hat den Vor-
teil, dal3 man immer am Binder sehen kann, wieviel Argumente eine Funktion noch erwartet.
Aul¥erdem haben wir in der n-Langform im Gegensatz zu der An-Normalform das Phdnomen,
dai’ A-Reduktionen Terme in n-Langform in ebensol che Uberfihrt. Diese Beobachtung erlaubt
es, die n-Gleichheit implizit behandeln, indem wir uns bei der Betrachtung der Typtheorie auf
die Tellsprache der Terme in n-Langform beschranken (fir eine ausfihrliche Diskussion siehe
[Hue76] und [GS89)).

Leider ist es nicht méglich auch das a-Axiom zu richten, denn jede Umbenennung p der
gebundenen Variablen kann durch die inverse Umbenennung p-1 wieder riickgangig gemacht
werden. Fur welche Richtung des a-Axioms wir uns auch entscheiden, es wird immer
unendlich lange Ketten von Anwendungen dieses Axioms geben. Deswegen wird die Theorie
der a-Gleichheit meist implizit behandelt, indem man a phabetische Varianten als syntaktisch
gleich ansieht. Allerdings kann es bel der Anwendung einer Substitution o={..., X~ B,...}
auf einen Term Aq passieren, dal3 Variablen, die in B frel vorkommen, in o(Aqy) gebunden
werden, wir sagen, sie werden gefangen. Da dieses Phdnomen zu unkorrekten Schliissen fiihrt,
mussen bei der A-Reduktion die gebundenen Variablen systematisch so umbenannt werden,
dai3 keine freien Variablen gefangen werden. Es gibt sogar Formalisierungen der Typtheorie,
die dieses VVorgehen explizit machen und ganz auf Namen fir gebundene Variablen verzichten
(siehe[dBr72)).

Wir betrachten im folgenden die Typtheorie immer unter der aAn -Gleichheit.

1.7 Beispiele

Wir wollen die Ausdrucksstérke der Typtheorie am Beispiel der einfachen Mengentheorie zel-



gen, indem wir Mengen als Pradikate darstellen. Sei Mgy eine Menge, dann kann man die
Aussage ,,jq ist ein Element von Mo gerade durch die Formel [Moqjo] darstellen. Das Ele-
ment-Prédikat (] erwartet zwei Argumente, ein Element (Typ a) und eine Menge (Typ(oq)),
es hat also den Typ o(oa)a. Wir kénnen es daher als die Formel

Hooaya = [AJa AMog [MJ]]

definieren, wobei wir uns das Pradikat Uo(oa)a s €ine Funktion vorstellen, die als Eingabe
ein Objekt ag und eine Menge Nog bekommt und als Ausgabe [Nogag] liefert. Die Berechnung
erledigt dabei die A-Reduktion, denn [Oo(oa)a @ Noal - A [Noa@al].- Ahnlich kann man die
Teilmengen-Beziehung definieren:

Oo(oa)(oa) := [AMoa ANoq [OFo[MFO NF]]].

Wie oben ist das Teilmengenpradikat Uo(oa)(oa) €N€ Funktion, die bei Eingabe von zwei
konkreten Mengen mgg und Ngg pruft, ob OFo[MogFad NoaFa] gilt, das heildt, ob jedes
Element von mgq auch eines von ngq ist. Die Operatoren fur die Vereinigung und den Schnitt
von Mengen lassen sich durch die Konjunktion und Digjunktion definieren:

Noa(oa)(oa) = [AMoa ANoa [AFa[MFONF]]],
Ooa(oa)(oa) := [AMoa ANoa [AFa[MFONF]]].

Wir sehen, dal3 es eine Starke der Typtheorie ist, wichtige mathematische Funktionen und
Konzepte in Form von A-Ausdriicken darzustellen. Mit Hilfe von solchen Abklrzungen konnen
mathematische Sachverhalte in der Typtheorie direkt und natirlich formalisiert werden.

Wir wollen als weiteres Beispiel die natirlichen Zahlen Uber die Peano-Axiome formalisieren.
Dazu verwenden wir das Pradikat g, fur die Menge N der nattirlichen Zahlen, die Konstante
0, fur die Zahl 0 und die Funktionskonstante s, fur die Nachfolgerfunktion. Die Axiome
lauten dann

1. ng0 (Oisteinenatirliche Zahl),

2. OX, [nX O [n[sX]]1,
(der Nachfolger jeder natiirlichen Zahl ist eine natlrliche Zahl),

3. "X, nXO[sX]=0] (O hat keinen Vorgéanger),
4. 0OX 0OY, [sX=gY] O [X=Y] (die Nachfolgerfunktion ist injektiv)

5. OPg [POO[OX, [PX O P[sX]]] O [OY, [nY O [PY]]]
(Induktionsaxiom: Alle Eigenschaften P, die fur O gelten, und die mit jeder natirlichen
Zahl auch fur ihren Nachfolger gelten, gelten fur ale natirlichen Zahlen.)

Auch so komplizierte Aussagen wie den Satz von Cantor Uber die Uberabzahlbarkeit der Menge
F(N) der Folgen mit Gliedernin N kann man relativ nattirlich formalisieren. Er besagt, dal3 es
keine surjektive Abbildung von N in die Menge F(N) gibt. Die Menge der Folgen ist aber
bekanntlich die Menge der Abbildungen von N auf sich, also kénnen wir den Satz von Cantor
folgendermal3en in der Typtheorie formalisieren:

~Fy [0G, [OK, [nK O nGK]] O 0J, [nd O[FJ =G]]].



Die Abbildung F, deren Nichtexistenz postuliert wird, bildet natirliche Zahlen (Typ 1) auf
Funktionen (Typ (1)) ab, sie mufd also den Typ (i1 ) haben. Die Teilformel ab dem ersten
Allquantor sagt gerade aus, dal3 die Abbildung F, surjektiv ist. Sie besagt namlich, dal3 es fur
jede Funktion G, die nattrliche Zahlen in natlrliche Zahlen Uberfihrt, eine natiirliche Zahl J,
gibt, deren Bild unter F,, gerade diese Funktion G, ist.

An dieser Stelle kdnnen wir nun auf einen interessanten Unterschied zwischen Standard-
modellen und verallgemeinerten Modellen hinweisen. Eine Konsegquenz aus der Existenz von
vollstandigen Kalkilen fur die Typtheorie ist die Gultigkeit eines Abzahlbarkeitssatzes, der
besagt, dal3 jede erflllbare Menge ® von Formeln ein Modell hat, mit nur abzahlbar vielen
Elementen. Cantors Satz sagt aber gerade aus, dal3 F(IN) Uberabzéhlbar ist. Das sogenannte
Skolemsche Paradoxon besteht darin, dal? es auch fir diesen Satz (und damit fur die Menge der
Folgen) ein abzahlbares, verallgemeinertes Modell gibt. Well Cantors Satz allgemeinguiltig ist —
wir werden ihn unten aus den Peano-Axiomen beweisen — muf3 er in allen Modellen gelten.
Skolems Paradoxon 16st sich auf, wenn wir die genaue Form unserer Formalisierung des
Satzes betrachten. Die obige Formel sagt namlich nur in Standardmodellen etwas Uber die
Kardinalitét der Menge [F(IN) aus. Die abzahlbaren, verallgemeinerten Modelle fir Cantors Satz
konnen deswegen keine Standardmodelle sein. In den Nichtstandardmodellen sagt der Satz nur
aus, dal3 das Funktionsuniversum U, O(U, - U, ) keine surjektiven Funktionen enthalt.

1.8 Varianten und Erweiterungen der einfachen Typtheorie

Der getypte A-Kalkul, den wir bisher beschrieben haben, hat einen relativ einfachen Typ-
mechanismus. Es hat jedoch schon bald Erweiterungen dieses Kalkuls fur spezielle Zwecke
gegeben. So kann man zum Beispiel die Menge der Basistypen vergrofdern und dadurch das
Universum in Klassen einteilen. Ferner werden ordnungssortierte Typsysteme fur die Deduk-
tion untersucht, um dadurch, wie bei den Systemen erster Stufe, einen Teil der Mengentheorie
in den Kakdl abzusenken und so zu effizienteren Bewel ssystemen zu kommen.

Die fur die Deduktionssysteme vielleicht wichtigsten Erweiterungen sind die Systeme ab-
héngiger Typen, die die Darstellung der eigenen Beweistheorie in sich selbst erlauben. Dies
wird durch die Idee ermdglicht, die zu beweisenden Formeln in die Typen zu kodieren. Dieser
Kodierungstrick liefert einen Isomorphismus zwischen einer speziellen Klasse abhangiger
Typen und den Formeln der Logik, er wird deswegen a's ,, Propositionen-als-Typen-1somor -
phismus‘ oder nach den Erfindern ,, Curry-Howard-1somorphismus® bezeichnet. Wir wollen
hier nur die Ideen vorstellen und uns nicht mit Formalismen beschaftigen.

Man betrachtet also ein Typsystem, in dem Typen wieder von Formeln und Termen abhangen
kénnen. So kann man in einem solchem System den Typ Sohn{ Pip} der Sthne von Pippin
dem Kurzen (Pip) betrachten, und damit beispielsweise ausdriicken, dal3 Karl der Grof3e
(KARL) ein Element der Menge der Sohne von Pippin dem Kurzen ist (KARL: Sohn{ Pip}).

Das ,, Propositionen-als-Typen“-Prinzip besteht nun darin, Typen der Form pf{ Fo} zu be-
trachten, und sie als Menge der Beweise (pf steht flr proof) fur Fo aufzufassen. Eine Formel
Fo ist dso genau dann allgemeinglltig, wenn der Typ pf{ Fo} nicht leer ist. Wir sagen, der Typ



pf{ Fo} ist bewohnt. Der Beweisprozel} ist dann die Konstruktion eines Terms P (dem
sogenannten Zeugen) vom Typ pf{ Fo}. Jeder Zeuge fir die Bewohntheit von pf{ Fo} repré-
sentiert also einen Beweis fur Fo. Zur Konstruktion von P verwendet man typischerweise
Regeln des naturlichen Schlief3ens, wie Gentzens Kalkile NJ, NK oder Varianten davon.
Diese Kalkile sind fur PL1 in Kapitel 11.3 erkléart, wir werden sie im folgenden in den For-
malismus der abhangigen Typen kodieren und a's Beispiel fir eine Beweistheorie benutzen.
Fir jedes Axiom und jede Regel wahlt man eine Konstante. Das Axiom des "tertium non datur”
stellt man dann as eine Konstante

TNDA : pf{AoThAG)

dar. Der Wert des Terms TND4 ist aso ein Element der Beweise fur die Formel AglhA und
reprasentiert den Bewel's, der aus dem einmaligen Zitieren des Axioms besteht. Fir Schlul3-
regeln ist der Typ der zugehérigen Konstante ein Funktionstyp, in den dann die Wirkung der
Regel kodiert wird. So verbindet zum Beispiel die Regel der "Und-Einfihrung" einen Beweis
fur die Formel Ag mit einem Bewels fir die Formel By zu einem Beweis fir Aq[Bg; deswe-
gen konnen wir diese Regel in eine Konstante

UEaB : (pf{ AoBq} pf{ Ao} pf{Bo})

kodieren. Dabei besagt der Funktionstyp (pf{ Ao[IBo} pf{ Ao} pf{Bo}), dad UEaR €eine
Funktion ist, die einem Beweis fir die Formel Ag (Typ pf{Ag}) und einem Bewelis fir die
Formel Bo (Typ pf{Bo}) einen Beweis fur Aq[IBg (Typ pf{ Ao[lBo}) zuordnet. Sind bei-
spielsweise P : pf{Ag} und Q : pf{Bo} Beweise fir Ap und By, so ist der Term
[UEABPQ] : pf{Ao[IBo} en Beweis fir AqlIBo.

Ein Nachteil dieser Kodierung besteht darin, daf3 man fir jede Formel Ag ein Axiom TNDa
und zu jedem Paar von Formeln Ag, B eine Regel UEaR hat. Eine solche Fulle von Regeln ist
aber in einem praktischen System nicht handhabbar. Eine Abhilfe ist daher, die A-Abstraktion
und A-Reduktion im Typ zu erlauben und die Axiome und Regeln so von den konkreten
Formeln zu abstrahieren. Das Axiomenschema des tertium non datur kann damit als eine
Konstante

TND : (AXg pf{ Xo[hXg})
dargestellt werden. Diese Konstante wird nun durch die Anwendung auf eine konkrete Formel
Ao durch A-Reduktion instanziiert. Der Term [TND Ag] hat nach A-Reduktion im Typ den

gewilinschten Typ pf{ Ag[hAg}. Das Regelschema der Und-Einfihrung kénnen wir nun mit
der Abstraktion im Typ in eine Konstante

UE : AXo AYo (pf{ XolYo} pf{Xo} pf{Yo})
kodieren und erhalten damit [UE Ag Bg] 3 ) UEaB.

Wir wollen einen etwas komplizierteren Beweis als Beispiel betrachten, um die Mdglichkeiten
der Kodierung von Beweisen darzustellen. Dazu brauchen wir die Und-Beseitigungs-Regeln
UBR (rechts), UBL (links)

UBR : AXo AYo (PF{ Y o} PF{ XoOYo}),
UBL : AXoAY o (pF{ Xo} pH{ XoOYo})



und die Folgt-Einfihrungs-Regel FE. Diese besagt gerade, dal3 ,, Ist die Formel Bo unter der
Annahme A beweisbar, so ist auch die Formel Agd By beweisbar”. Wir kdnnen den Bewels
von Bg unter der Annahme A, al's eine Funktion ansehen, die bei Eingabe eines beliebigen
Beweises fUr Ag einen Beweis fur By liefert (durch Aneinanderhadngen der Beweise). Das
heif}, die Regel FE transformiert eine Funktion vom Typ (pf{ Bo} pf{ Ag}) in ein Element von
pf{ Ao Bo}. Diese Uberlegungen ergeben die folgende Kodierung

FE : AXo AYo (pf{ XoO Yo} (pf{Xo} pf{ Yo})).

Damit |& sich dann der Bewels fur die Kommutativitét des Junktors O in Gentzens Baum-
darstellung

[Ao U Bq] [AoOBq]
——— UBR ——— UBL
Bo Ag
UE
Bo 0 Aq
FE

AoOBo0 BoOAg

in den folgenden Term in der Typtheorie mit abhangigen Typen kodieren:
P:=FE [AoDBo][Boleo] Q

Ist Q vom Typ (pf{BoUA o} pf{Ac[Bo}), so ist P wohlgetypt, vom gewunschten Typ
pf{ AolBol] BollAg} und reprasentiert einen Bewels fur die Formel Aq[IBoll BollAg. Ist nun
X eine Variable vom Typ pf{ Ac[1Bg}, soist

[UE By Ao [UBR Ag Bo X] [UBL Ag Bo X]]

vom Typ pf{ BollAo} und stellt eine Zuordnungsvorschrift dar, die aus jedem Beweis X fir
Ao[0Bo durch Einsetzen einen Bewels fir die Formel BgOA o macht. Durch A-Abstraktion
erhalten wir den Term

Q:=[AX : pf{AoTBg} [UE By Ag [UBRA B X] [UBL Ao Bo X]]]

vom Typ (pf{ Bo[OAo} pf{ Ao[IBo}). Die Kodierung des Beweises ist also komplett. Dabei
wird die Baumstruktur des Gentzen-Beweises genau in die Baumstruktur des Terms P Uber-
fuhrt. Durch die Kodierung in Terme sind Beweise in der Typtheorie mit abhangigen Typen
Objekte der Logik und nicht mehr der Meta-Logik und stehen damit auch wieder deduktiven
Methoden offen.

Beispiele fir Systeme mit abhéngigen Typen sind LCF [GMW79] und Martin-L6fs Typtheorie
[Marg4].

2 Beweisverfahren in der Typtheorie

Die meisten automatischen Beweiser verwenden als zentrale Operation die Unifikation, des-
wegen stellen wir die Unifikation fir die Typtheorie vor, bevor wir auf Beweisverfahren ein-
gehen.



2.1 Unifikation in der Typtheorie

Dadie a-, A- und n-Axiome fest in die Typtheorie eingebaut sind, muf3 die Unifikation die
Unifikation in der aAn -Theorie sein. Wir verwenden die Begriffe, Methoden und Ergebnisse
aus dem Kapitel Uber Unifikationstheorie.

Um die speziellen Probleme der Unifikation in der Typtheorie darzustellen, betrachten wir als
einfaches Beispiel das Unifikationsproblem [[Xqpaaqbp] = agLJwobel Xqpq eine Variable und
ag beziehungsweise bg Konstanten sind. Die Losung eines solchen besteht aus einer
Substitution {Xgpa < Aapa}, SO dal3 [Agpaaqbp] in der ain-Theorie gleich aq ist. Die
Substitutionen

o1 ={Xapa « [AZa AYp agl}
und
op:={Xapa < [AZa AYp Ypl}

sind allgemeinste Unifikatoren. Diese Substitutionen stellen zwei grundsétzlich verschiedene
Maoglichkeiten dar, [Xab] in der aAn-Theorie zu ag zu machen. Der Unifikator o) imitiert den
Term ag, indem er die Variable Xqpq an einen Term Agpa = [AZg AYp ag] bindet, dessen
Kopfsymbol gerade die Konstante ay ist. Offensichtlich ist das Kopfsymbol von o ([Xab])
[} ) ag hach der A-Reduktion immer noch die Konstante ag. Der Unifikator op projiziert
den Subterm ag in Xgpaagbp eine Ebene nach oben, das heif}t, nach der A-Reduktion ist
dieser Subterm das Kopfsymbol von op([Xab]).

Das Beispiel oben zeigt auch, dai3 die Unifikation in der Typtheorie im Gegensatz zur Robin-
son-Unifikation nicht unitér ist. Schon die Unifikation in der Logik zweiter Stufe ist unent-
scheidbar (siehe [Gol81]) und vom Typ O (siehe [Hue75]). Es gibt also keinen Algorithmus,
der entscheiden kann, ob ein beliebig gegebenes Termpaar unifizierbar ist oder nicht. Weiterhin
gibt es Termpaare, fur die es keine Menge minimaler Unifikatoren gibt.

Wir stellen im folgenden Gérard Huets Unifikationsalgorithmus fir die Typtheorie al's System
von Transformationsregeln dar. Eine Termpaarmenge

r:={Al=BL. 6 An=Bn]J

heiRt Unifikationsproblem, wenn die Ai und Bi jeweils den gleichen Typ haben. Transfor-
mationsregeln tberfuhren Unifikationsprobleme in Unifikationsprobleme. Aus einem System
von Transformationsregeln erhdlt man einen Unifikationsal gorithmus, wenn man den Such-
raum, der durch dieses Regel system aufgespannt wird, systematisch durchsucht. Dabei werden
—ausgehend von einem initialen Unifikationsproblem I — die Transformationsregeln so lange
angewandt bis keine Regel mehr anwendbar ist. Der Algorithmus ist korrekt, falls jeder
Unifikator fur ein transformiertes Unifikationsproblem A auch ein Unifikator fir das ur-
springliche Problem I war. Die Unifikation ist also ein Prozef3 des Vereinfachens von Unifi-
kationsproblemen.

Ein Unifikationsproblem heift gel6st, wenn alle Termpaare von der Form Xi = Al sind, so daf3
die Variable Xi nicht in Al vorkommt. Ist I ein Unifikationsproblem in gelster Form, dann ist



or :={X < Al} ein algemeinster Unifikator fiir I'.

Die folgenden Transformationsregeln geben Huets Unifikationsalgorithmus fir die Typtheorie
mit n-Gleichheit wieder. Dieser Algorithmus wird ausfihrlich in [GS89] diskutiert.

()
(D)

(B)

(O)

A)
Q)

Ag=Ag& ' - T. (Tautologie)
OAXL. XK [K Ul un = [AXL. XK[K V1. Vn|0& I -

PAXL.. Xk ul] = [AXL. xkva], . [AXL. xkun] = [AXL. XK VN C& T,
falsK eine Konstante oder Variableist. (Dekomposition)
OAXL. XK Y X XK]] = [AXL. XKAQ]IO& T O O Y = [AXi.. XK Aq]0& (),

falls Xi und Y Variablen der Typen 3 und (aBj...Bk) sind und Y eine Variable, die
noch frei in T, aber nicht frei in Aq vorkommt und o :={Y « [AX.. XK Aq]}.

(Bindung)
u\q = BGD& M O Bq :AQD& r, fdls Bq flexibel und Aa starr.

(Orientierung)
M3 A ,falsAausT durch A-Reduktion hervorgeht (A-Reduktion)

AXL. XK [Yq UL..UM] = [AXL. XK[K V1. VM]O& T O-
[Yq = Go(K), [AXL. XK [Y UL .UN] = [AXL. XK [K V1. VM]]O& T,

fals Yy eine Variable, K eine Konstante oder freie Variable und Gy (K) der allge-
meinste Term vom Typ a mit Kopfsymbol K ist. (Imitation)

(Pi) [AXL.. XK [Yq UL UN] = AXL.XK[K VI VM|0& I O

(E)

Yq = Ga(j), AXL.XK[Y UL UM = AXL.XK[K V1. VM]]O& T,

falls Y eine Variable, das Kopfsymbol von Ul gerade K ist und Gg(j) der allge-
meinste j-Projektionsterm vom Typ a ist. (j-Projektion)

OAXL.XK[Yq UL Un]] = [AXL. XK [ZgVv1..VM]C& T O-
Yo = G, [AXL.XK[YqUL. U] = [AXL..XK[ZgV1. . VM]]O& T,

falls Yo und Zg freie Variablen sind, und Gy gerade irgendein Gy (K) oder irgendein
Gq(j) wiein der Imitation oder Projektion ist. (Explosion)

Man kann zeigen, dal3 der Algorithmus, der durch diese Transformationsregeln induziert wird,
ein vollstandiger und korrekter Unifikationsalgorithmus ist, das heifdt, der Algorithmus findet
zu jedem Unifikator o fur ' einen Unifikator 6, der allgemeiner ist als . Huets Unifi-
kationsalgorithmus realisiert also ein Semi-Entscheidungsverfahren fur das Unifikationspro-
blem. Ein solcher Algorithmus ist auch das Beste, was wir nach den oben erwéahnten theoreti-
schen Resultaten (Unentscheidbarkeit und Typ 0) erwarten kénnen. Dieser Unifikationsalgo-
rithmus bleibt vollstandig, wenn die Regeln (B) und (M) bevorzugt angewendet werden. Bei
dieser Strategie werden diese Regeln nach jeder Regelanwendung so lange auf die neu erzeug-



ten Paare angewandt, bis alle isolierten Variablen gebunden und alle Terme in A-Normalform
sind.

In einem Unifikationsproblem miissen die Binder AXL... Xk der beiden Terme jeden Paares die
gleiche Lange und die gleichen Typen der gebundenen Variablen haben, sonst ist das Paar nicht
unifizierbar. Damit gibt es also immer alphabetische Varianten des Paars, in denen die Binder
gleich sind. Bis auf die Bindungsregel (B) erhalten alle Transformationsregeln die Binder der
Paare und verandern nur die Rimpfe, denn die Binder haben in diesen Regeln nur die Funktion
zu unterscheiden, welche Variablen im Rumpf der Terme gebunden und welche Variablen frei
vorkommen. Betrachten wir die Dekompositionsregel (D) ohne die Binder, so erhalten wir die
Dekompositionsregel der Robinson-Unifikation: bel gleichen Kopfsymbolen sind Terme genau
dann unifizierbar, wenn die Subterme unifizierbar sind. Die Bindungsregel (B) arbeitet auf
Paaren, die (bis auf n-Gleichheit und gebundene Variablen) von der Form [Yq = Aglsind,
wobel Yy eineVariableist, die nicht frel in Aq vorkommt. Wie in der Robinson-Unifikation
wird durch die Bindungsregel der Teilunifikator { Yq < Aq} flr das Paar [Yyq = AqUauf das
restliche Unifikationsproblem angewandt. Die Regeln (T), (D), (B) und (O) entsprechen also
gerade den Regeln fur die Robinson-Unifikation in PL 1.

Die Regeln (1) und (P) erzeugen gerade Teilunifikatoren o, und op, wie oben am Beispiel
beschrieben, und flgen sie dem Unifikationsproblem hinzu. Ist K eine Variable oder Konstante
vom Typ (ByL...yM), dann ist der allgemeinste Term Gq(K) vom Typ a = (Bd1...3") mit
Kopfsymbol K von der Form

Ga(K) = [AZL..ZN[K [H1ZL..Zn]..[HMZL. . Zn],

wobei die Hi und die ZI neue Variablen der Typen (yid1...8") beziehungsweise & sind. Ist K
die gebundene Variable Zi, dann nennen wir den obigen Term den allgemeinsten j-Projek-
tionsterm Gg (j). Man kann die Konstruktion dieses Terms durch die folgenden Uberlegungen
plausibel machen. Der Term G soll den Typ a = (B&1...8") haben, deswegen muR der Bin-
der von der Form AZ1...Zn sein. Der Rumpf soll der allgemeinste Term mit Kopfsymbol K
sein. DaK den Typ (ByL...y™M) hat, muRR der Rumpf von der Form [KEZL...EM] sein, wobei die
E! algemeinste Terme vom Typ V' sind, die von allen Xi abhangen konnen. Also miissen die E
Terme der Form [H1Z1..ZN] sein. Fir einen gegebenen Typ a und ein Kopfsymbol K oder
einen Projektionsindex j sind diese Terme (bis auf die Wahl der Namen fir die neuen Variablen
Hi) eindeutig. Offensichtlich tritt hier ein erster Indeterminismus in der Suche nach
Unifikatoren auf, denn die Regeln (1) und (Pi) kénnen (auch fur verschiedene j) gleichzeitig
anwendbar sein.

Regel (E) ist fur flex-flex-Paare zusténdig, das heil3t, fir Paare aus flexiblen Termen. Dain
diesem Fall beide Terme einefreie Variable als Kopfsymbol haben, darf man sich nicht auf the
Imitation des Kopfsymbols beziehungsweise Projektion auf einen Subterm wie in den Regeln
(1) und (P}) beschréanken, sondern muR Einsetzungen fiir beliebige Kopfsymbole zulassen. Die
frelen Variablen am Kopf missen also an alle passenden, allgemeinsten Terme Gq(j) be-
ziehungsweise Gy (K) gebunden werden kénnen. Die Regel (E) ergibt eine Explosion des
Suchraums firr Unifikatoren. I1st o = (B&L...8"), so gibt es fir jedes j<n eine Moglichkeit zur
Anwendung von (P}) und fiir jedes Konstantensymbol K vom Typ (ByL...y™) eine Mglichkeit



zur Anwendung der Transformationsregel (1). Gibt es zum Beispiel unendlich viele Kon-
stantensymbole, so kann die Regel (E) sogar unendlich verzweigend sein. Man kann jedoch
nicht auf eine Regel (E) in irgendeiner Form verzichten, ohne die Vollstandigkeit des Algo-
rithmus zu verlieren (siehe [Hue76)).

Ist auf ein Unifikationsproblem A, das durch eine Reihe von Anwendungen der obigen Trans-
formationsregeln aus einem Unifikationsproblem I' entstanden ist, keine Regel mehr anwend-
bar, so ist es entweder in gel6ster Form (und damit ist or ein Unifikator fir I') oder es enthalt
Termpaare der Form AXL.. XK[a UL UM] = [AXL.. XK[b V1. VL] wobei aund b von-
einander verschiedene Konstanten sind (clash) oder Termpaare der Form Xy = Aq[] wobei
Xq in Ag vorkommt (occurs check). In beiden Féllen sind weder A noch T unifizierbar.

Aus dem obigen System von Transformationsregeln erhalten wir ein System fir einseitige
Unifikation (englisch matching) in der Typtheorie, indem wir die Orientierungsregel (O) strei-
chen und in der Bindungsregel (B) die Anwendung der Substitution o auf die linken Seiten der
Termpaare in I beschrénken. Das einseitige Unifikationsproblem ist fur Logiken erster und
zweiter Stufe entscheidbar (siehe [Hue76]). Fir Logiken dritter und hoherer Stufe ist die Frage
nach der Entscheidbarkeit noch offen.

Wir wollen die Transformationen an einem kleinen Beispiel erlautern. Ist F eine Variable und
sind g und a Konstanten, so fuhrt die folgende Folge von Anwendungen von Transforma-
tionsregeln zu einem Unifikationsproblem in gel0ster Form:

[Flgal =g[Fall) O- )y [F =[AXg[HX]]LIF[ga] = g[Fa]ll

@) [F=[AXgHX]]LOAX g[HX]][ga] = g[[AX g[HX]]a][]

o F=[AXg[HX]]C[9[H[ga]] = glg[Ha]]

() F=[AXg[HX]]LIH[ga] = g[Ha][]

(p1) H =[AZ Z]LJF = [AX g[HX]](} (H[ga] = g[Ha][]

@) M =[AZZ][TF = [AXg[[AZ Z]X]]LIIAZ Z][ga] = g[[AZ Z]a]Ul
o M =[AZZ]0F = [AX gX]L] [ga = gal]

M) H=[\ZZ0F = [AX gX]0

PHP PP

Die Substitution {F —[AX gX]} ist also ein Unifikator der Terme F[ga] und g[Fa]. Als ersten
Schritt in dieser Ableitung hatten wir auch gleich die Regel (P1) anwenden, und uns so die
ersten vier Schritte sparen kénnen. Dies zeigt, dal3 bel der Suche nach Unifikatoren ein echter
Indeterminismus auftreten kann.

2.2 Préa-Unifikation

Gérard Huet hat gesehen, dal3 es firr einen Resolutionskalkll ausreicht, alle Termpaare bis auf
die flex-flex-Paare zu unifizieren (siehe unten) und die problematischen flex-flex-Paare als
schon unifiziert zu betrachten. Wir wollen zwei Terme 1e-gleich nennen, wenn sie den gleichen
Typ haben und beide flexibel sind. Die Unifikations in der Typtheorie unter der apnrt-
Gleichheitstheorie wird Pra-Unifikation genannt, Ldsungen von Pra-Unifikationsproblemen
nennen wir Pra-Unifikatoren.



Wir nennen ein Unifikationsproblem I' pra-gelost, wenn ale Paarein " in gelOster Form oder
flex-flex-Paare sind. I ist also eine Vereinigung Z[® , wobel X das Teilsystem der geldsten
und @ das der flex-flex-Paare ist. Offensichtlich ist der allgemeinste Unifikator oy fur die
Teilmenge Z der gel6sten Paare ein Pra-Unifikator fur I'. Sei

M := QAXL. XK [Y UL..UN] = [AXL. Xk [z vi.vm])]O

ein flex-flex-Paar aus @, wobei Y eine Variable vom Typ (aBL...") ist und Z eine Variable
vom Typ (ayl...yM). Ist F4 eine neue Variable vom Typ a, soist

on ={Y « [AVp1..VpnFal, Z < [A Vy1...Vym Fal}

ein Unifikator fir M, denn o (M) =\ QAXL.. XK Fq] = [AXL...XK F4]0ist ein tautologisches
Paar. Auf diese Weise lassen sich Pré&-Unifikatoren fur I' immer zu Unifikatoren fir I erwel-
tern. Also ist ein Unifikationsproblem unifizierbar genau dann, wenn es pra-unifizierbar ist.
Man beachte, dal3 deswegen die Pra-Unifikation in der Logik htéherer Stufe ebenso unent-
scheidbar ist wie die Unifikation.

Man erhélt einen Pr& Unifikationsalgorithmus, wenn man in dem obigen Algorithmus die
Transformationsregel (E) weglaldt, die Dekompositionsregel (D) nur anwendet, wenn K eine
Konstante oder die gebundene Variable X ist, und die Regeln (1) beziehungsweise (Pi) nur
anwendet, wenn K eine Konstante ist. Dieser Algorithmus ist vollsténdig in dem Sinne, dal3
der Algorithmus zu jedem Pr&Unifikator o fur I' einen allgemeineren Pré-Unifikator 0 fir I
findet. Obwohl Huets Pré&-Unifikationsalgorithmus immer noch nur ein Semi-Entscheidungs-
verfahren ist, ist er in der Praxis brauchbar. Er hat namlich einen endlich verzweigenden
Suchraum, da man auf die Explosionsregel (E) verzichten kann, die den Haupttell der Kom-
plexitét in den Unifikationsalgorithmus gebracht hat.

2.3 Beweisprufer

Bewei sprifer, auch Beweiseditoren genannt, sind Deduktionssysteme, die es dem Benutzer
ermdglichen, interaktiv und kontrolliert Beweise zu entwickeln. Sie setzen meist auf einer
Typtheorie (oft mit abhangigen Typen wegen der Darstellbarkeit der Beweistheorie) und einem
System von Schluf3regeln auf. Dabei umfassen die SchlulRregeln meist eines von Gentzens
Systemen zum natirlichen Schlief}en und sind, wie die Wahl der Logik, stark vom
gewlnschten Anwendungsfeld abhéangig.

Im Gegensatz zu automatischen Beweisern, bei denen der Benutzer dem System die Axiome
und das zu beweisende Theorem vorgibt, das System startet und dann so lange wartet, bis das
System den Beweis gefunden hat oder eines der Abbruchkriterien erflillt ist, baut der Benutzer
bei der Verwendung eines Beweisprufers interaktiv durch Eingabe von Schluf3regeln den Be-
weis auf. Diese Beweisschritte werden dann durch das System auf die Anwendbarkeit und
Korrektheit Uberprift (daher der Name Beweisprifer). So ist sichergestellt, dal3 in dem System
nur korrekte Beweise gefiihrt werden konnen. Fiir die Uberprifung der Anwendbarkeit von
Schlufregeln mui festgestellt werden, ob die jeweilige Formel eine Instanz der linken Seite der
gewinschten Schlul3regel ist, deswegen benutzen Beweisprifer die einseitige Unifikation als
die zentrale Inferenztechnik. Ein wichtiges Beispiel fur einen Beweisprifer ist das System



AUTOMATH (siehe [dBr80]), das fur die Aufgabe des Prifens von mathematischen Bewelsen
entwickelt wurde. In diesem System wurde ein wichtiges Buch aus der reinen Mathematik als
formal korrekt bewiesen. Allerdingsist die Kodierung eines Beweisesin AUTOMATH in der
Regel um einen Faktor 10 - 20 langer a's in der natlirlichen mathematischen Sprache, so dafi3
dieses System sich in der Praxis nicht durchsetzen konnte.

Die Vorgehensweise der interaktiven Beweisentwicklung wird normalerweise durch die Mog-
lichkeit erleichtert, mehrere Schritte zu sogenannten Taktiken zusammenzufassen. Dafr wird
eine Programmiersprache angeboten, mit der dann der Beweisprifer programmiert werden
kann. Solche Deduktionssysteme werden taktische Theorembeweiser genannt, denn es besteht
die Hoffnung, dal3 Giber die Entwicklung von immer méchtigeren Taktiken ein gewisser Grad
von Automation erreicht werden kann.

Das System Nuprl [Con86] ist ein Beispiel fur einen taktischen Theorembeweiser. Dieses
System beruht auf Martin-L 6fs Typtheorie, einer Typtheorie mit abhangigen Typen und einem
intuitionistischen Kalkul des natrlichen Schlief3ens. Durch diese Wahl der zugrundeliegenden
Logik sind alle Beweise sowohl konstruktiv als auch explizit in der Logik représentiert. Diese
Tatsache erlaubt es, Beweise fir existentielle Theoreme, also Sétze von der Form ,Sel ..., dann
gibt esfir ale ... ein X, so dai ..." as funktionale Programme anzusehen, die gerade ein
solches X berechnen, deren Existenz in den Theoremen postuliert werden. Dabel ist be-
merkenswert, dald verschiedene Beweise in der Regel auch verschiedene Programme ergeben.
Nuprl unterstitzt diese Beobachtung, indem es erlaubt, gefundene Beweise fir existentielle
Sétze im System direkt ablaufen zu lassen. So kann man zum Beispiel in Nuprl einen Sor-
tieralgorithmus synthetisieren, indem man den Satz ,, Jede Liste L hat gleich viele Elemente wie
die sortierte Liste S mit den gleichen Elementen” beweist, denn der Beweis konstruiert eine
Abbildung zwischen der ListeL und S

2.4 Automatische Beweisverfahren

Wir werden im folgenden den Kalkul der Constrained Resolution von G. Huet (siehe [Hue72]
und [And71]) als ein Beispiel fur einen Widerlegungskalkil fir das automatische Beweisen
diskutieren.

Die Beweisverfahren in der Typtheorie sind Verallgemeinerungen der Beweisverfahren fir
PL1, deswegen wollen wir noch einmal kurz die gemeinsamen Grundregeln der wichtigsten
Beweisprozeduren fur PL1 wiederholen. In den klassischen Widerlegungskalkilen
(Resolution, Matrixmethode, Tableaus usw.) haben wir vier Arten von Schluf3regeln:

1. dieJunktorenregeln, wie die Kommutativitét und Distributivitdt von Konjunktion und
Digunktion, und die Negationsregeln,

2. die Quantorenregeln, wie zum Beispiel die Skolemisierungsregeln und die Vertau-
schungsregeln fir Allquantor und Negation,

3. eineForm der Schnittregel (verallgemeinerter Modus Ponens)



4. und eine Form der Substitutionsregel, die die Semantik der freien beziehungsweise
allquantifizierten Variablen beschreibt.

Die ersten beiden Klassen von Regeln werden zur Erstellung der Klauselnormalform (in der
Resolution) oder der disunktiven Normalform (in der Matrixmethode) gebraucht und kommen
deswegen in der weiteren Beweissuche nicht mehr vor. Die Schnittregel findet sich im
Resol utionsschritt beziehungsweise in komplementéren Pfaden durch eine Matrix. Die Regeln
in den ersten drei Klassen sind in Beweisen fast deterministisch anzuwenden, das heif3t, wenn
man eine Menge von Formeln gegeben hat, gibt es nur endlich viele Moglichkeiten, sie anzu-
wenden.

Die Substitutionsregel dagegen ist unendlich verzweigend — es gibt im allgemeinen unendlich
viele Einsetzungen fir eine Variable — deswegen wurde diese Regel im Resolutions- und
Matrixkalkul auch durch die Einfuhrung der Unifikation spezialisiert und damit handhabbar
gemacht. Die Resolutionsregel ist eine Kombination aus Schnittregel und Substitutionsregel,
die nur solche Instanziierungen (Anwendungen der Substitutionsregel) gestattet, die nétig sind,
um die Schnittregel anzuwenden; der allgemeinste Unifikator représentiert dabel alle (weniger
allgemeinen) Substitutionen (unendlich viele). Diesist mdglich, weil das Unifikationsproblem
in PL1 entscheidbar ist und deswegen jede Resolvente gibt, die in beschrankter Zeit
ausgerechnet werden kann.

In der Typtheorieist das Vorgehen, die Schnittregel mit der Substitutionsregel in dieser Weise
zu verknipfen, nicht sinnvoll, denn das Unifikationsproblem ist nicht nur unentscheidbar,
sondern auch vom Typ 0. Aul3erdem gibt es schon in der Logik zweiter Stufe Prédikatsvari-
ablen, durch die mit der Substitution Junktoren und sogar Quantoren in den Beweis eingeftihrt
werden kénnen. Deswegen kdnnen die aussagenl ogischen Regeln und Quantorenregeln nicht
wiein PL1 in einen Praprozel} ausgelagert werden, sondern sie missen in irgendeiner Form
auch wahrend der Beweissuche zur Verfiigung stehen.

2.5 Huets Constrained Resolution

Gérard Huet behandelt die oben beschriebenen Probleme in seinem Kalkll der Constrained
Resolution, indem er die sogenannten Splitting-Regeln einfuhrt und den Unifikationsschritt aus
dem Resolutionsschritt herausnimmt und verzogert, bis eine leere Klausal gefunden worden ist.
Mit diesem Kalkil lassen sich alle Sétze ableiten, die auch mit Gentzens Kalkul NK ableitbar
sind.

Wir stellen im folgenden eine Variante von Huets Constrained Resolution vor, die einen Semi-
Entscheidungsverfahren fir die Typtheorie liefert. Wir |6sen das Problem mit der Unent-
scheidbarkeit des Unifikationsproblems und dem Unifikationstyp, indem wir die Schnittregel
und die Unifikation trennen: Fir zwei Klauseln mit komplementéaren Literalen M und N
(gleiches Prédikatensymbol, aber verschiedene Vorzeichen) wird die Resolvente erzeugt, un-
abhangig davon, ob die Literale unifizierbar sind oder nicht. Das Unifikationsproblem
M = NOwird in eine Nebenbedingung (englisch constraint) zu der Klausel geschrieben.
Diese Nebenbedingung merkt sich die Voraussetzung (M und N unifizierbar) dafr, dal3 der



Resol utionsschritt Gberhaupt ausgeftihrt werden durfte. Wahrend der Beweissuche werden also
immer mehr Nebenbedingungen aufgesammelt, die dann — gleichberechtigt zu der Suche nach
leeren Klausen — vereinfacht werden. Der Beweis ist vollendet, sobald die leere Klausel mit
leerer Nebenbedingung abgeleitet wurde. Die leere Klausel entspricht dem Widerspruch, die
leere Nebenbedingung entspricht der Tatsache, dal? alle Nebenbedingungen im Beweis
unifizierbar —und damit alle Resolutionsschritte korrekt —waren. Auf diese Weise werden die
bei den unentscheidbaren Suchprobleme parallel abgearbeitet, und so kann kein Tellproblem das
andere unendlich lange verzogern. Wirde man den Unifikationsschritt nicht vom Resolu-
tionsschritt trennen, so wirde das Verfahren auch bei widersprichlicher Klauselmenge im all-
gemeinen nicht terminieren, denn es gibt auch in diesem Fall im allgemeinen komplementéare
Literale, die nicht unifizierbar sind und auf denen die Unifikation nicht terminiert.

Der Kalkul arbeitet auf Klauseln mit Nebenbedingung von der Form C || I, wobel C eine
Klausel (eine Menge von Literalen) und I ein Unifikationsproblem ist.

Die Schluf3regeln des Kakils der Constrained Resol ution bestehen aus der Resolutionsregel R:
Klausd 1: =M1, .., MM | T
Klausel 22 N1, .., Nn|A

Resolvente: M2, ..., MM N2, . NN||F&A & M1 =N1[]

der Faktorrege F:
Klausel 1: M1, M2 M3, .., MM |T

Faktor: M2, .., MM||I & M1=M2[]

der Vereinfachungsregel: U

ML ., MM|T
U:

M1, .., MM| A, falsA ausT durch Anwendung einer der Transformationsregeln
(T), (D), (0), (A), (1) oder (P) hervorgeht,

der Bindungsregel B:
ML, ., MM|T & X=AO

oMY, ..., a(MM) || a(I"), wobei o die Substitution { X — A}ist,

und den Splittingregeln fur positive Literale S:
ML, ., MM||T
S

Po, Qo, M2, ..., MM || T & M 1= Po[0QqL]



ML ., MM|T
S

~Po, M2, .., MM || T & M 1= =Py}

ML ., MM|T
S

ROQZQ, M 2, vy Mm ” r& M 1= DXG ROGXGDWObd die Po, QO und Zq neue
Variablen sind.

Fur negative Literale gibt es einen analogen Satz von Splittingregeln fir negative Literale.

Die Splittingregeln bilden die Einsetzung eines einfachen Junktor- bzw. Quantorterms fur die
Kopfvariable eines flexiblen Literals mit nachfolgender Uberfiihrung in die Klauselnormalform
nach. Die erste Splittingregel entspricht gerade der Anwendung der Substitution

0 :={Y < [AXL.Xn[RXL .XNO[SXL.. . X"}
fur die Kopfvariable von M1, Sind namlich M1 =[YAL A" undC :=M1,.. MM T, wo-
bei P nicht mehrin M1,....MMund I" vorkommt, so ist
o(C) =[RAL.ANOSAL. AN, M2,.. MM | T
und nach Uberfiihrung in Klauselnormalform
o(C) =[RAL.AMN, [SAL. AN, M2.. . MM|T.
Wir wollen nun diesen Vorgang durch die Anwendung einer Splittingregel simulieren:
1. M1, ., MM| T
2=95(1). Pg, Qo, M2, .., MM|IT & QYAL.AN = PoQ,0
3=1(2). Po, Qo, M2, ..MM ||T & YAL..AN = PoQo,,

Y = [AXL. XN [HIX1.. XN O[H2X1..Xn]0
4=B(3). Po, Qo, M2, .., MM||IT & QHIAL. ANH2AL.. AN = Po0Q,L
5=D(4). Pg, Qo, M2,.... MM ||T & [Po = [HIAL..AN], Qo = [H2AL..ANL)
6=B(5). [HIAL. AN, [H2AL A", M2, .., M™M|T .

Klausel 6 ist offensichtlich bis auf die Namen der neuen Variablen gleich (C). Durch diesen
Trick haben wir die aussagenlogischen Regeln und Quantorenregeln implizit in die Splitting-
regeln kodiert. Da sie nicht mehr explizit im Kalkil vorhanden sein missen, kénnen sie wie in
der Resolution fur PL1 in einen Pr8prozel3 ausgel agert werden.

Das Beweissystem TPS [AMLP84] von der Gruppe um P. Andrews an der Carnegie Mellon
University ist im Moment das einzige existierende, automatische Beweissystem fir die Typ-
theorie. Eswird jedoch ein weiteres Sytem (Q-MKRP) von der Gruppe um J. Siekmann an der
Universitét des Saarlandes entwickelt.



2.6 Beispiele

Als Beispiel fur die Wirkungsweise der Resolution in der Typtheorie wollen wir aus den
Peano-Axiomen beweisen, dald der Nachfolger sn einer natlrlichen Zahl n niemalsgleich n ist.
Wir geben die Klauselmenge fir die Axiome an:

1. Noi0y || @
2 -nX, O [n[eX]] || 9
3 =nX, O [-[sX]=0,] || 9D
4. -[sX=sY] O[X=Y] |92
5 ~Poa0 O [P[fio P] O-nY, OPY || @
6 ~Poa0 O -[P[e[fio) Pl O-nY, OPY || @
und das negierte Theorem:
7. Nok || 9
8. sk, =k || B, wobei sind ;) und k; Skolemkonstanten sind.

Wir beweisen nun

9=R(5,7). ~Poq0 OP[fP] OPY, || IY = kO

10=B(9). ~Poq0 O P[fP] OPK, || @

11=5(10). ~Poq0 OP[fP] 0-Qo || 3Qo = PkO
12=R(11,8). ~Poq0 O P[fP] || 3:Qo = PKO My = [k = KO
13=U(12). ~Pog0 O P[fP] || [P = [AX, ~[sX, = X]O
14=B(13). [sO =0] OP[fP] || P = [AX, ~[sX, = X]O
15=R(1,3). ~[s0 =0] || @

16=R(14,15). PIfP] || P = [AX, —[=X, = X]]O

17=B(16). S[S[fP] = fP] || P = [AX, =[sX, = X]]O

und analog aus 6.

18. [ss[fP] = [fP]] || P = [AX, ~[sX, = X]]O

19=BR(4,18). [S[fP] = [fP]] || P = [AX, —[sX, = X]0) X = §[fP]) LY = [fP]O
20=R(17,19). o || [P = [AX, —[=X, = X]0) X = g[fP]Q Y = [fP]C

21=B(20). o @.

Mit diesem Lemma kdnnen wir nun auch den Satz von Cantor Uber die Kardinalitét von R
beweisen. Als eine kleine Vereinfachung zu der Formulierung oben nehmen wir die Menge g,



asdie Menge dler Elemente vom Typ 1, das heif3t, wir ersetzen ng, durch [AZ, To],wobel T
die Konstante ist, die immer zu TOUg interpretiert wird. Durch diesen Trick erhalten wir (nach
A—Reduktion) folgende Formulierung des Satzes.

'||:|F|“ DG“ DJl [FJ = G]
Die Klausalnormalform des negierten Theoremsist also

1. fiu [jl(ll) Gul=Gu Il 9,
wobei fy, und j) die Skolemkonstanten zu den Variablen F, und J, sind.

Wir benutzen im Beweis weiterhin das Axiom
2. -Fy=Hy OFyN; =H N, || @

zur Simulation einer Paramodulationsregel fur die Gleichheit und das eben bewiesene Theorem
3. Xy =su X || D

Der Beweis beruht nun im Wesentlichen auf der Unifikation:

4=R(12). FN=HN || [F =f[jG] 0 H = GO

5= B(4). fiGIN =GN || @

6 = R(35). ol EjGIN=GNO

7 = 1(6). ol [ =\YSHLY]JEGIN=GN O

8= BD(7). ol ©=AYSHLY]OOjGIN = HIND

9=1(8). ol [ =AYSHLY]DOEjGIN = HIND 1 = \Y f{H2Y][H3Y]O

10 = BD(9). ol G =AY Sf[H2Y][H3Y]]O HL = AY f[H2Y][H3Y][]
G = H2N[J N = H3N]O

11=PPL10). o G =AY Sf[H2Y][H3Y]]0 G = H2N IN = H3N][
[H2=AYYQ H3=AYYO

12=DDTO(11). o| B =AY &[fYY]] N =|GO

13=1(12). ol ©=AYSfYY]DIN =jGO IN = jH4D
14=BD(13). o [B=AYSfYY]0MH4=G0 IN=jH40
15=BT(14). ol B =AY s[fYY]O IN =j[AY [fYY]]O
16=BB(15). o @.

Wir wollen diese Ableitung im Kalkil der Constrained Resolution mit dem aus der Mathematik
bekannten Beweis mittels Konstruktion einer Diagonalfolge vergleichen. Dieser beruht auf der
folgenden Argumentation: Ist f,, eine Abzahlung der Folgen, so betrachten wir die Dia-
gonalfolge [AY [fYY]]. Aus dieser Folge konstruiert man eine Folge, die sich von jeder Folge
in der Aufzdhlung f,;, in mindestens einem Element (von der i-ten Folge im Element i)



unterscheidet, in dem man immer zum Nachfolger der Elemente der Diagonalfolge tGbergeht.
Diese Folge G:=[AY {fYY]] ist aso ein Gegenbeispiel zur Surjektivitét der Abzahlung f,, . Es
ist bemerkenswert, dal3 in diesem Beweis die Einsetzung [AY g[fYY]] fur G durch die
Unifikation gefunden wird. Wiein diesem Beispiel ist die Unifikation oft der Teil des Kalkills,
der die wesentlichen Ideen zu Beweisen beitrégt, deswegen ist es gerechtfertigt, die Unifikation
gleichberechtigt zur Schnittregel abzuarbeiten.

Literatur

And86

And71

AMLP84

Bar84

Chu40

Con86

dBr72

dBr80

Ebb77

Gol81

GMWT79

GS89

Hen50

HS86

P. B. Andrews: An Introduction to Logic and Type Theory: To Truth through
Proof, Academic Press (1986)

P. B. Andrews: Resolution in Type Theory, Journal of Symbolic Logic, No 36
(1971), 414-432

P. B. Andrews, D. A. Miller, E. Longini-Cohen, F. Pfenning: Automating Higher
Order Logic, im Sammelband , Automated Theorem Proving, After 25 Years'
(W.W. Bledsoe, D.W. Loveland, Hrsg..) Contemporary Mathematics Series, Vol.
29, American Mathematical Society (1984), 169-192.

H. P. Barendregt: The A-Calculus, its Syntax and Semantics, North Holland,
(1984)

A. Church: A Formulation of the simple Theory of Types, Journal of Symbolic
Logic, No. 5 (1940), 56-68

R.L. Constable, et al. Implementing Mathematics with the Nuprl Proof Deve-
lopment System, Prentice-Hall, Englewood Cliffs, (1986)

N. G.de Bruijn: Lambda Calculus Notation with Nameless Dummies, a Tool for
Automatic Formula Manipulation, with Application to the Church-Rosser Theorem,
Indag. Math. No 34 (1972), 381-392.

N. G.de Bruijn: A survey of the project AUTOMATH, im Sammelband To H.B.
Curry - Essays on Colmbinatory Logic, Lambda Calculus and Formalism, J.
Seldin, J. R. Hindeley Hrsg., Academic Press, London (1980), 579-606

H.-D. Ebbinghaus: Einfuhrung in die Mengenlehre, Wissenschaftliche
Buchgesellschaft, Darmstadt (1977)

W. D. Goldfarb: The Undecidability of the Second Order Unification Problem,
Theoretical Computer Science, Vol 13 (1981), 225-230

M. Gordon, R. Milner, C. Wadsworth: Edinburgh LCF: A Mechanized Logic of
Computation, Lecture Notesin Computer Science 78, Springer Verlag (1979)

J. H. Gallier, W. Snyder: Higher Order Unification Revisited: Complete Sets of
Transformations, Journal of Symbolic Computation, No. 8 (1989) 203-260

L. Henkin: Completeness in the Theory of Types, Journal of Symbolic Logic, Vol
15 (1950), 81-91

J. R.Hindeley, J. P. Seldin: Introduction to Combinators and A-Calculus, London



Huer2

Hue’3

Hue75

Hue76

JP76

Ker9l

Mar84
Rus08

Sch77

Mathematical Society Student Texts 1, Cambridge University Press, (1986)

G. P. Huet: Constrained Resolution: A Complete Method for Higher Order Logic,
Doktorarbeit, Case Western Reserve University, 1972

G. P. Huet: A Mechanisation of Type Theory, Proceedings of the third 1JCAI
(1973), 139-146

G. P. Huet: A Unification Algorithm for the Typed A-Calculus, Theoretical
Computer Science, Voll (1975), 27-57

G. P. Huet: Résolution d'Equations dans les Languages d'Ordre 1,2,...w, Thése
d'Etat, Université de Paris VIl (1976)

D. C. Jensen, T. Pietrzykowsky: Mechanizing w-order Type Theory through
Unification, Theoretical Computer Science, Vol 3 (1976), 123-171

M. Kerber: On the Representation of Mathematical Concepts and their Translation
into First-Order Logic, Doktorarbeit, Universitdt Kaiserdautern (1991)

P. Martin-L6f: Intuitionistic Type Theory, Bibliopolis, Napoli (1984)

B. Russdll: Mathematical Logic as based on the Theory of Types, American Journal
of Mathematics, Vol.1 (1908), 222-262

K. Schiitte: Beweistheorie, Springer Verlag, Berlin (1960)



